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Ueber die in der Theorie der Flächen auftretenden 
Differentialparameter. 


(Von Herrn @. Frobenius in Zürich.) 


Di. zugehörigen Formen der quadratischen Form zweier Differentiale, 
welche das Quadrat des Linienelementes einer Fläche darstellt, sind von 
Herrn Beltrami als Differentialparameter bezeichnet und in einer Reihe von 
Arbeiten untersucht worden. Ist p(p, g) = eonst. die Gleichung eines Systems 
von Curven auf der Fläche und da das von dem Punkte p, g ausgehende 
Linienelement der Fläche, welches zu der durch p, qg gehenden Curve des 
Systems normal ist, so ist, wie er zeigt, der quadratische Differentialpara- 


ü öp\?’ Sata TEN 
meter erster Ordnung gleich (5 )- (Math. Annalen, Bd. 1, Seite 576). 


sonstruirt man nun eine gerade Strecke, deren Länge =, und deren 
Riehtung die von da» ist, so sind ihre Projeetionen auf die Axen eines 
orthogonalen Coordinatensystems drei lineare Differentialparameter, die ich 
mit 4,9, S,9, IS,p bezeichne, und deren Untersuchung den Hauptgegen- 
stand der vorliegenden Arbeit bildet. Wenn man die gegebene Fläche 
mittelst paralleler Normalen auf die Einheitskugel abbildet, und auf dieser 
dem Punkte x, y, »3 der Punkt , n, & entspricht, so kann man für die 
Kugelfläche drei analoge Differentialparameter berechnen, welche ich mit 
4A:p, A,p, I;p bezeichne. Die drei bilinearen Differentialparameter, welche 
den drei quadratischen Formen 


ZSdr‘, ZSdxds, ds 
von dp und dq entsprechen, können dann auf die Gestalt 
24,9.41,9, Z4,9.Iy = 24.4, Z4:y.I:w, 


die drei ihnen zugehörigen Differentialparameter zweiter Ordnung aber auf 
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Frobenius, die in der Theorie der Flächen auftretenden Differentialparameter. 
die Gestalt 


r 1 a $ | 
249 5 24./ka,p) = 24,40), ERY 


gebracht werden, wo %k das Krümmungsmass ist. Der bilinearen Form 
=+5dydS, welche in der Theorie der Krümmungslinien auftritt, entspricht 
endlich der bilineare Differentialparameter F+5JI,9.4:w und zwei ver- 
schiedene Differentialparameter zweiter Ordnung, 


+ sg, (4, p), + Sf, (4; f), 


von denen der erste für =z, y, 3 und 3x’ verschwindet, der zweite für 
y=$, n, & und Er5. Nachdem ich diese verschiedenen Differentialpara- 
meter in den $$ 1—5 definirt und ihre gegenseitigen Beziehungen untersucht 
habe, benutze ich die erhaltenen Resultate in $ 6 zur Ermittelung der 
Differentialgleichung dritter Ordnung, welcher der Parameter einer Flächen- 
schaar genügen muss, damit dieselbe einem orthogonalen Flächensystem 
angehöre, und in $8 zur Entwickelung der Bedingung für die Isometrie 
der Krümmungslinien. Endlich untersuche ich in $ 7 die Beziehungen der 
eingeführten Differentialparameter zu dem Krümmungsmass und der geo- 
dätischen Krümmung. 


$1. 


Ueber die Form A = da’ —+dy?—+d2?. 
Sind £, 7, & die Riehtungscosinus der Normale der Fläche #(r, y, 2) = 0 
im Punkte x, y, 2, so ist beim Uebergange zu einem unendlich nahen 
Punkte einer Krümmungslinie 
(2) ds=rde, dn=rdy, dö=rds, 
wo r die entsprechende Hauptkrümmung der Fläche ist. Mithin sind die 
beiden Hauptkrümmungen r' und r" zwei Wurzeln der kubischen Gleichung 
(vgl. z. B. Lipschitz, dieses Journal Bd. 78, Seite 25) 


... A. 3 we 
0x oy 02 | 
ö ‚on on on | ui 
(2.) vr oy SE en 
öL L u 
a 2 
Ox oy 03 | 


Quadratische Gleichungen für r erhält man, wenn man zu den Gleichungen 





3 
= 








4 
+7 
Kart: 
BR. 
ve 
E* 
& 
RS 
ur: 
ER 
Be: 
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(1.) noch die Relation 
(3.) Sde+ndy+{ds = 0 


hinzufügt. Die dritte Wurzel der Gleichung (2.) ergiebt sich aus der Be- 
trachtung einer dieser quadratischen Gleichungen oder auch durch folgende 


- Ueberlegung: Die Grössen &, n, © können mittelst der Gleichung ? = 0 


auf unendlich viele Arten als Funetionen der Coordinaten x, y, z dargestellt 
werden. Benutzt man irgend eine dieser Darstellungen, so wird die Gleichung 


(4.) P+ 740 = 1 
nicht identisch erfüllt sein, sondern nur vermöge der Gleichung $= 0, 
Die Ableitung ihrer linken Seite nach x ist also im allgemeinen nicht Null 


en 


. op x . a s Be 
sondern proportional -,_ oder S, und demnach ergiebt sich die Gleichung 


oE = u z 
c “ ‘ f w — mw 
— a a =! 
s dr +n Ör +6 Or 09 


und die beiden analogen. Der so definirte Proportionalitätsfactor r,, dessen 


<a 


Werth wesentlich von der Darstellung von $, n, © durch &, y, z abhängt. 
genügt folglich der Gleichung (2.) und ist, weil r und r" von jener Dar- 
stellung unabhängig sind, die gesuchte dritte Wurzel. 

Diese Bemerkung veranlasste mich, statt der Ableitungen nach x, 
y und z Ausdrücke in die Rechnung einzuführen, welche nicht von der 
Form der Darstellung abhängen. Zu diesem Zwecke benutze ich die drei 


linearen Differentialparameter 





OP [E97 ,,IP ‚+ Op\ 
4,9 = =. -:(:2 N — G——-), 
«7 Or >\? Or mn oy rs 02 / 
a 10107 . 0 09 ,„0@' 
>. IAy=- n(E +92- — > 
(9.) „f Oy dr "" Oy r% 03 
O4 ./.09 Op ,.Op\ 
Ip = — II -—- +n7n— +. <—-), 
| 7 0% >\: Or rm TE O2 / 
zwischen denen die Gleichung 
(6.) £4,9+nd,9+54.p = 0 
... : j s telı ot 0 
besteht. Projieirt man die Strecke, deren Axenprojeetionen I, 7, I 


OX oOy ' 03 
s 5 . n R R O0 o@® 
sind, oder irgend eine der Strecken, deren Axenprojeetionen 7 +4 i 


OX OX 
09 ,.0DP 09 0 . de lu ‚Ile R 
tt Dt a sind, auf die Tangentialebene der Fläche ? = 0 


> 





im Punkte x, y, z, so erhält man die Strecke, deren Axenprojeetionen 
” 
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I,p, 4,9, I. sind, und daher könnte man diese Ausdrücke die tangen- 
talen Derivirten von p nennen. Aus der Proportion 





oD o®D oD oD Oo oD 
yon - a E--—— +97 —— + 

au m Or Oy 0% 
ai: Zac +n’+L 


folgt, dass 4,9 =4I4,D=4,D=0 ist. Ist also die Gleichung 9 = y eine 
Folge der Gleichung ®=0, so ist auch die Gleichung 4, = 4,w eine 
Folge derselben Gleichung. Nach (3.) ist 


3) dp = I4,9.dc+4,p.dy-+ I,.y.dz, 
und mithin verschwindet nach (1.) die Function 
A 5—r I ,S IS | 
(8) | 4,n Im-r In \=—r(r=r)(r-r)= —r(r—hr+h) 


Ab: ME: <a 
für die beiden Hauptkrümmungen r’ und r" und ausserdem für r = (0, wie 
man aus (6.) erkennt, indem man 9 =£, n und & setzt. Daher ist 
(9.) h=r-+r' = 4,5+4,n+4,5 = 34,8. 

Ich werde unten zeigen, dass die Determinante (8.) symmetrisch ist, d.h. 
dass 4,n = 4,5 u. 8. w. ist. 

Nun seien p und q zwei von einander und von ? unabhängige 
Funetionen von z, %, z, und seien umgekehrt x, y, z als Functionen von 
p und qg dargestellt. Dann ist nach (7.) 


Op — or ö KL 
(10.) a TADE: 3 ARE 
und daraus erhält man, wenn man 9=p oder g setzt, die Relationen 
OX Or 
zs4p=1, 29.4.94=0, 
(11.) re ar 
3 = Eu ge, 





auf denen die folgende Entwiekelung wesentlich beruht. Demnach sind 
die beiden Determinanten *) 


Bor: Oy S | | | 
| Ze Aue 4 Bath: 
a) | a Hr ap Al 
| | Ad 

ES ag ag A 


og og 0g| 
*) Es ist praktisch, die beiden unabhängigen Variabeln in einer solchen Reihenfolge 
mit p und q zu bezeichnen, dass ya positiv wird. 











ee a ih Kl 2 7 in ie wa a N RE ET; Ä 
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reciprok, d. h. jedes Element der einen ist gleich der entsprechenden Unter- 
determinante der anderen, dividirt durch diese Determinante. Ist aber in 
einer Determinante A= ja,;! der Coefficient von a,,; gleich A,;, so ist 


log A A, O4, n a : ara 
ad 2 — 55 ©@%# , Wendet man diese Formel auf die erste Deter- 
op A cp 
minante (12.) an, so erhält man 
ologea . dE ( Ö Ox oO /0&£ 
Bann ie gas 4 N: Eu l-ı4 y- . 
2 op . op +. 2, Op 25) 49 og \ Op )) 
Da nun 
Op ‚op 
10 = —-4 en 
(13) 4.9 = GA A 
ist, so folgt daraus 
1 0a or 1 0a OX 
en u m ERLITT), 
(14.) 2a op 4, op ): 2a 0g 4, og ) 


Vaz4.(R3)= Va 4.(R)+RVaz4.(2”) 


u Se ar“ EM ÖCRYa) 
op Op op 


also wenn man RYa durch R ersetzt, 


’ OR 1 OR 
(15. 24 7 RZ = 0, 24, u 
\ 9.) (2 n)= a op ) ur =) = Ya og 
Sind X, Y, Z Sri: drei un von p und g, welche der Gleichung 
(16.) ZEX = 0 
genügen, und ist 
(17.) YaEZX4A,p=P, VaXX41g4=0, 
so folgt daraus nach (12.) 
.- De. OX r? 0) O0 e 02 03 
u) aI=-PZ 07, Yr-rZ 102 A YZar Zr 
( ) op r og ” op + og. " op ( ®) 
und mithin nach (15.) 
3 
(19.) 24.0 = 0,(%, 


Ist &£X nicht Null, sondern BE R, so ist FS(X—SR)=0 und nach 
(6.) und (9.) 


Z54,(R)+REA,(&) = hR 
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und folglich, wenn man in (19.) X durch X—£R ersetzt, 
; EN 2. Wa 
0.) 24,1 = r, e YazX4,p)+7, VazXI,g))+hEEX. 


Die beiden letzten Zeilen jeder der Determinanten (12.) enthalten 
je zwei von einander unabhängige Lösungen der linearen Gleichung (16.) 
zwischen den Unbekannten X, Y, Z. Da dieselbe aber nicht mehr als zwei 
unabhängige Lösungen hat, so lassen sich zwei Paare von Coeffieienten 
A, 4 Und A, Ay So bestimmen, dass 





IE 6) 
Fran Zn A; I,p+ a4, % 0 — 0,,4,P+ 441,9; 
N D Ö 
(21.) dp = 4,4,P+4,2J4,9, % = 4,4,p+424,q, 
0% 03 
672 = 4,4,p+a,4,9, I — mdPran4,g 


Pe ee ’ “_ . De mM 7% u ie 
wird. Multiplieirt man diese Gleichungen mit u Te oder mit 





Oz 107 03 i ! 
“2 a 7 und addirt sie, so findet man nach (11.), dass a, = a,, und 
Ö > O 


(22.) =dx' = a,dp’+2a,dpdg-+a,dg’ = A 

ist. Erhebt man die erste Determinante (12.) ins Quadrat, so ergiebt sich 
(23.) a = Ada — A. 

Durch Auflösung der Gleichungen (21.) erhält man demnach 


OL OX 0x Ox 


24. = Un A" U = ) 
(24) ad,p= Au Ip An dg ° aI,.g= -Ay- u - +4 dq 


und folglich nach (10.) 


N 
Q,. 2 0.57) = VaZ4,(p)4,(9) 


= 7u(- Azı an +4 5) a VYaZI.(gNA,p). 
Sind also g und y zwei unbestimmte Functionen, so ist 


AP? Me +0 F)= = EI.) ( en 4,4 429) = ZI.(9)4.W). 


Ya \ 


Setzt man nun 





25 op Oy op Ow _ Op oy\,, Op dw 
(25.) aA(g, vw) = An = ai 2 p p pP 


er a ee 








En Bat a a ts in 
De EN EEE a RE 








N 
a a 
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so ist (vgl. Beltrami, Math. Ann. Bd. 1, Seite 581) 


(26.) Ay, y) = Z4,(p)4.W). 
Ferner ist nach (19.) 


1 (oP , 80 re 
2 + .ögq ) a 24,(4,%) == I, (pP). 


Ya “Op 





Setzt man also 
fa Die Le, a, 2 
(27.) YaA(Y) = öp Va (a. Op 1/7 20) 0q A ögq 7 d,, Op ! d;; ög ); 
so ist 
(28.) Ay) = ZIP). 
Diese elegante Darstellung des zweiten Differentialparameters der Form 
A = Zdx’ ist eine Umformung der von Herrn Beltrami angegebenen Formel *) 


O’y o’p O’p a Ö ' oO <> Oo 2 Y PER .Op Op „Op 
(29.) A(p)= 5, Hat (ei 1n3;+5- -) p—(r+r Is +? A) 


i N .. m ‘ 
© oy 03 OxX Oy C 


Da die Ausdrücke (26.) und (28.) offenbar von der Wahl des ortho- 
gonalen Coordinatensystems unabhängig sind, so zeigen diese Formeln, dass 
A(y,w) und A(y) zugehörige Formen des Differentialausdrucks A sind, d. h. 
sich bei jeder Transformation desselben invariant verhalten. 

Anmerkung: Um die analytische Bedeutung der Formel (19.) ins 
Licht zu setzen, bemerke ich Folgendes: Seien y,, %, ..., %, 2 von ein- 
ander unabhängige Functionen der » unabhängigen Variabeln &.. ©, ..., &, 
seien A,, A, ..., A, irgend » Functionen von &,, &, ..., z,, und, wenn 
y eine unbestimmte Funetion dieser Variabeln ist, 


n 


Op Op 
(30.) ZA, = Beau 
2 Oyu OL, Pr ' r 
Setzt man dann „- = Y., und dys — Tun 80 sind die beiden Deter- 
8 OY3 


minanten nten Grades 


(31.) Ya; 


1 


=D, jz.|= 7 








*) In dieser Formel, in der ich die Schreibweise des Herrn Beltrami beibehalten 

or’ oxOy 
Dagegen bedeutet A2(p) in der Formel (28.), dass die durch das Zeichen 4, ausgedrückte 
Operation auf den Ausdruck 4,(y) angewendet werden soll. 


. . . ° > n e a 0’ o’@ 
habe, ist das zweite Glied symbolisch aufzufassen, also gleich —&° —_ — 2En EHER 
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in dem obigen Sinne reciprok, und folglich ist 


olegD _ „5 OYyap 


Or Ya _ > OYay 0% 


-— 
—— 





— Pa 


or, r 0% Mu Ola, OEM 
also (vgl. Jacobi, de determin. funet. $ 9, (1.): Ges. Werke Bd. 3, S. 412) 


' DlogD oy 
32. u BE, 
“ Or, - Oy, 


Mithin ist 


Olog(A,D) ar OYay ‚04, S O(A,Ya;) 
Tu, BETT 
Da nun nach (30.) FA,y,, = B., ist, so folgt daraus 
r 
%(4.D) _ ns OB. 
ae dr "gelte 


Dies ist die bekannte Formel Jacobis, welche seinem Princip des letzten 
Multiplieators zu Grunde liegt (Ges. Werke, Bd. 4, Seite 367, (12.)). 


$ 2. 


Ueber die Form ! = d?—+dn?’—+di?. 

Ist das Krümmungsmass k=r'r" von Null verschieden, also die 
betrachtete Fläche keine abwickelbare, so kann man eine Function der 
Grössen p und q auch durch die Grössen 5, n, & ausdrücken. Dann be- 
steht zwischen dem Differentialparameter 


= u Zur: 
und den beiden analogen die Beziehung 
(2.) ZI: = 0, 
und man erkennt aus den Gleichungen (1.) $ 1, dass die Determinante 
I:2—-0 JI,% I:-x 
3.) 1 IY 4,90 Ay = -ele-e))(e-2") = (ke’—he-+1) 
14:2 A ‚3 A:-2—0 


; A 1 1 i 
für die beiden Hauptkrümmungsradien 0 = m und "= verschwindet. 
Da ferner 


dE Ö£ 





(4 
”) 2% Ber 
» ha. Ed 05 Er 














Ze Br Er Ze EDDIE Y hans 
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ist, so sind die beiden Determinanten 


S 1; > S N > 
oE on ol 
z | : .“ | 
(9.) op op op =] C, I:p 4, P 4 P— 
Ye 
oE or oc | 
— en e— d;:g Ag JI:g 
CO q O q CO q nn / 
reciprok, und daraus ergiebt sich 
= 1 de JE 1 oe 0 3 
(6.) > = 24) —- = Z4( ) 
aC op ” op ze « q » oq 
und allgemein 
_ > 1 Ö ri , \\ 
1) Z4X = —(- ZX4:p)+ -(VeZXA:g)) H2EEX 
(T.) £ Vo Nöp (Ve X :Pp) ar r (Ve X :gq))4 BEER. 


In derselben Weise wie in $ 1 findet man sechs Gleichungen von 
der Form 





5 = 0,4:P+0,JI:q, 3 = 01I:Pp+0»JI:q, 
(8.) zu CıI,P+c24,4: I m C„I,p+c24I,g; 
op / / og 
öL oO 
Ds = (,4:p+c,4:q, er = C,4:Pp+0»4:q 
und erkennt mittelst der Formeln (4.), dass c,= c,, und 
(9.) ds = c,dp +2c,„dpdg+c„dg = Ü 
und 
(10.) e= Culna—Ch 


ist. Setzt man nun 


og ow op ow og ow‘ op ow 
(11.) cU(Y, y) = 0 E el - Ja - )+6 4 


\ 


h op op op og ( q cp oq og 
und 
" ” & ( ] [ e p C pp‘ ( 1 [ OG op \ 
12.) Yecl(o) = Ca ——- —CH € — (C,, +6, 
( / (P) op Vo \ ne cp .- og / oq Ve \ “ op .- og’ 


so findet man wie oben 


# ‘ \ ( \ Zu | rt \ R . N 

(13.) "(y, v) = F4I.y)I:lw 
und 

r \ 2 >. BEN 

\ 14.) \P) Ki = Ip, ° 


Diese Formeln sind übrigens sämmtlich speeielle Fälle der Formeln des $1, 
nämlich Anwendungen derselben auf den Fall, wo die Fläche ?=0 eine 
Kugel vom Radius 1 ist. 
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$ 3. 
Ueber die Form B = deds—+-dydn + did. 
Da die beiden letzten Zeilen jeder der Determinanten (12.) $ 1 und 
(2.) $ 2 zwei von einander unabhängige Lösungen der linearen Gleichung 
(16.) $ 1 enthalten, so bestehen sechs Gleichungen von der Form 





oE o&E 
a 017 oh on ni 
(1.) FTD b1ıF,p+b»4,9; % b,4,p+b»4,9, 

oc 05 

- = au „A f » = > fd. — er 5; . 

EP b,ı4.p+b.4.g, 34 b,I4.p+b»4.g 

a \ a.’ 0% Br. - BE - 0% 
Multiplieirt man dieselben mit —, —, —, oder mit —, —°, und 


op’ Op’ op’ og’ 0q' og 


addirt sie, so findet man nach (11.) $1 


,‚o& 02 oz 08 . 0% 
b. = b,, = & ——- — = 32 -—-- = — 35 -—— 
cp ©q op cq opcq 
und 
(2.) I ds.de = b,dp’+2b,dpdg+b.dg = B. 
In derselben Weise erhält man die Gleichungen 
Ox OX 
r zn! b AS: | b „1:0 7 = > A: ti. Art 
öp 1 F:PTr09124:4, öq b;, :Pr09n4:Q, 
2 Bi Le > BE EP PIE DE 
I) - p — b,4,pP-+ b.d, VB oq — b,,4,p+ b.d, 1; 
02 023 
, = — bh 1- b,4- p — bh, AI -p b»,4- 
öp 1 F;P+024:q, öq FI ;p rönd:gq 





und überzeugt sich mittelst (4.) $ 2, dass in ihnen die nämlichen Coef- 
ficienten b,, auftreten, wie in (1.). Setzt man 

Op ow Op Ow 

op ©g oq op’ 

so ist nach (12.) $1 [y, z2]=S$ und mithin nach (1.) $1 


(4.) Yalg. u] = 


5)  [ry-n, rs-8]= &r—r)(r—r”) = Kr—hr+h), 


\ 


wo r eine Uonstante ist, und speciell 


(6.) y 2]=& W E+ 3]=h&, [nm &=ks 
Sind r und s zwei Üonstanten, so ergiebt sich durch Berechnung 


o 


der Summe Z[ry—n, rs—][sy—n, ss—{] nach abgeänderter Bezeichnung 


- 
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die Gleichung 
7) (lea, +Pßb.,+yeu| = ala+rß-+r”y) (a-+r"ß-+r"y) 
. | ir 
| = ala +hoß+kß°+(W—2h)ay+hkßy+k’y’), 
wo «a, P, y drei Unbestimmte sind. Speciell ist, wenn man b,b.»—-b,=b 
setzt, 
(8.) b=ak, c=ak’, Ye=kla, 
wo Ya und Ye durch die Gleichungen (12.) $1 und (5.) $2 definirt sind. 
Durch Auflösung der Gleichungen (3.) findet man 
bA:p= b; Se bd:g=—b,, ET WR ine 
u op og ‚ ( pP fi g 
und allgemeiner 
1 ( Op Op\ o re n & | 
a — Dun — == =z4pVkAI:g) = Vce>4: £ | 
vb b;; Ip bi: 3 VaZ4I,pVkAI:y)=\e 1:p( 7 1,p). 
1 ( 0g op — ( % 
— D 3— +b.., — — YaZ/aVkI:p) = Vce!4:c Ay). 
Vb 1 Op 1q 7\ :$) :q( Vi f 
Setzt man also 
. Oo ow ( e u op ow co cw 
>) Meute tr TT +15 
op ©p op og  ög Op qq 
und 
/ \ ) 1 h ) e ( OH ( \ 
(10) YVbBly) = -— ee a nl 
op yYb öp og og yb op öq 
so erhält man 
(11.) B(y, v)=24,(p)I:ly) = FIly)I,WV) 
und nach (19.) $1 und (7.) $2 
(12.) ee li 4.0) 
Bi & ich "Fade ui iA ed Te ann S 
Daher ist 
a REN 
B(y)+ ,,Bih, p) = 34:4,4 
(13.) En 
1 D 1 op Of h 1 / ( co ‘ 
er AED FEED ee 
Yak ‘°P ya op oq 0 ya ep og 





und 
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$ 4. 
Ueber den Zusammenhang zwischen den Formen A, B und €. 
Um die entwickelten Formeln anwenden zu können, muss man die 
velationen kennen, welche zwischen den Differentialparametern (5.) $ 1 und 
(1.) $ 2 stattfinden. Bezeichnet man die (symmetrischen) Matricen 


" ” > = er tl 
’ , 
ds, (An. b 4 b 22 C Ca 


mit A, B und C, so ergiebt sich aus den Gleichungen (21.) $1 und (1.) 
$ 3 (vgl. Weingarten, dieses Journal Bd. 59, S. 382) 


BEN 2 : j N Fr E ri x Pa) Y Q + 
op op op op op op 

Y4 N ii 

en | - BA- | 

\ ‘ £ r nu n nn n 
08 on & 02 0 60s 
0 © 0q- og 0©q 0 


Aus den Gleichungen (8.) $2 und (3.) $3 erkennt man, dass in dieser 
Formel an Stelle von BA" auch CB”! treten kann. Mithin ist CB’ = BA" 
oder 

(2.) C=BA’"B, A=BC’"B. 

Da die charakteristische Funetion von BA” nach (7.) $3 gleich 
r—hr+k ist, so genügt diese Matrix der Gleichung (BA"Y—hBAT"'+k=V0, 
und folglich ist nach (2.) 

(3.) C—hB+kA = 0. 
Schreibt man diese Beziehung in der Form — - +k —=(), so erhält 
man zwischen den Differentialparametern (25.) $1, (11.) $2 und (9.) $ 3 
die identische Gleichung 


(4.) A(y, w)—hB(y, w)+kF(yp, vw) =. 
Aus den Definitionen (5.) $ 1 und (1.) $ 2 ergiebt sich 
I ,x I,x Ic dA 4,5 I 
I,y I,y dyi= | Afn Sn Ien 
” A 3 AI, JI.2 d.5 A,C IL 
=  : I. 
u Ge DE © 0 CE 
—Li 
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Aus den Gleichungen (26.) $ 1, (13.) $2 und (11.) $3 folgt daher”) 
(6.) 4,9 = Alt, p) = B(S, 9, I:p= "(Ss yp)= B(z, p), 
und demnach erhält man aus (4.) die Relationen 
(7.) A(S, yJ=hA4,py—kA:y, KkTlz, yJ=hA:p—A,y, 
mittelst deren man die Operationen (5.) $ 1 und (1.) $ 2 auf einander zu- 
rückführen kann. Nach der ersten und der Gleichung (26.) $ 1 ist 
(8.) kA:p = h4A,p- 4,5.4,9—4,5.41,9— 4.5.4.9. 
Diese Gleichung und die beiden analogen sind die Auflösungen der Glei- 
chung /#,9=B(E, g) oder nach (11.) $3 
(9.) 41,9 = 4,5.I4:9+4,5.41,9+4,5.4:4 
und der analogen. Dass die Auflösung dieser drei Gleichungen möglich 
ist, trotzdem ihre Determinante verschwindet, liegt daran, dass ausserdem 
noch die Gleichung (2.) $ 2 besteht. 
Ebenso wie nach (5.) f,y= 4,2 und 4:n= 4,5 ist, ist auch nach 
(6.) 4,n=B(5,n)= 4,5 und I:y=B(a,y)= 4,r. Setzt man ferner in 
(8) g=x oder y, so erhält man 
I,5+kd4:2=h(1-5), I,5+kdy=—hEn, 


oder zusammengefasst 


#5 45 A I; I, Ira "1-5 in —E 
(10) 4,n 4n Snltkl Sy Sy Iylsıl ni 1-7 —n 
ER x ds Az 4I3 —L5 —con 1-0 


S 7 C / BR ie 


Endlich besteht zwischen diesen drei symmetrischen Matrieen die Beziehung 


A: SE IEIEE IS 4,2 Se 1-8 —&r —207 
/ | | ns FE RE. a 
(11.) Im IN In I:y I ,y I:y Pe Is 1 N, = 
3: 85:58 d:z Iz 4-2 -65  —-£n 1-5 


> f] - _— -— 2. A 
Die Relationen (8.) und (9.) lassen sich auf eine besonders einfache Form 
bringen, indem man die Richtungscosinus der Tangenten der Krümmungs- 


linien €, 7’, © und &", 7", ©’ benutzt, welche wir uns so gewählt denken, 
dass die Determinante 





Jr 
. . dın 
*) Die Formel J,9 = A(z,y) ist ein specieller Fall der Formel 4, pw = y4,p \ 


on 
des Herrn Beltrami. (Math. Ann. Bd. 1, S. 576.) 
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Dr <o 
5 ae" 


/ Oo N\ Sj ! De 7} 

\ Po = J —_ 
en Ri ce 
S , - 


wird. Setzt man zur Abkürzung 


(13) So=253.0= 27 , Zo=- 2'419 =2#" se ; 
so ist nach (1.) und (7.) $1 
14, (5 1,5+n 4,5+{% 4,5 FF, Iö »Ff, 
04 LE" 1,547 4540 dser, Ser, 


und daher folgt aus (9.) 

(15) I9g= 3549 =r35d4y, Igyg=Zi4p=r E35 4;Y. 
Nimmt man dazu die Gleichung 0 = 354,9 = 354;p, so kann man daraus 
umgekehrt die Relationen (8.) und (9.) herleiten. Setzt man in diesen 
Gleichungen = x, so findet man 


N e Re ! a. ce! [= £ zit Bi ;, Val p Kin » 
(16.) = Ira N 4,4 rs dc = - S I:2+nN d4,%+5 IE = ji So 


Mit Hülfe der entwickelten Relationen kann man die Ausdrücke be- 
rechnen, in welche die Differentialparameter A(y, w), B(y, w) und F(g, w) 
übergehen, wenn für g und w irgend zwei der sechs Grössen z, y, 3, $, 
n, © gesetzt werden. 

Ich will nun auch die Werthe der Differentialparameter zweiter 
Ordnung für diese Grössen bestimmen. Nach der Definition (27.) $ 1 ist 


YaA(y) = 2 (YaA(p, y))+ 5 (YaA(g, y)) 


Ba ze. A 
er p ( h ZA(S, p)A:p)+ öq l; ZA(CS, y)4:4) 


und mithin nach (7.) $ 2 


’ A 1 R N 1 
A(g)= kZ4,(- A(g, p)). "(g)= z Z4,(kU Ce, p)). 
Nach (7.) ist daher 
IT(y) = &4,(h4:9—-4,9), 
also 


h 


kU(p) +A p a z4,( r (VYk4:p)) .- 2 4,0 kA:p)+YkREI:p.S, Yk 
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und folglich 


A I 
(17.) Alp)—hB(y)+kF(y) = \kB(, p). 
Ist ! eine der drei Grössen z, y, z und A die entsprechende der 
Grössen &, n, Z, so ist nach (5.) /,1= — 54 oder 1-87 und folglich 
AD) = Z4(4,D= —- EI) = -ZEAA-AEIE= —hh 


nach (6.) und (9.) $1. Ebenso erhält man B(7) mittelst der Relation (13.) 
$3 und findet dann Fl) aus der Formel (17.). In derselben Weise be- 
rechnet man F(A) und mittelst der Relation (14.) $3 B(A) und dann A(%) 
aus der Formel (17.). So gelangt man zu den Gleichungen 


cn \ m | ' h /h° 
Az) au —hs, B(x) er —25— AR I:k, (x) ni k S AN k ) 
(18.) | 
A(S) — — (h’—2k)s+. I ,h, B($) = —hS .- Ih . ? k. g 23 m DE, 





deren erste von Herrn Beltrami angegeben ist. 
Ey 
Setzt man 


(19.) Be a, vu If, 
so ist 
(20.) 4t=dır=c—E 


und mithin (Vgl. Weingarten, Ueber die Theorie der auf einander abwickel- 
baren Oberflächen; Festschrift der techn. Hochschule zu Berlin. 1884; 5. +42) 
h 
f* ee rem )- 
(21.) Al) =2-hr, F(r)= r -- DT. 
Aus den obigen Formeln ergeben sich neue Darstellungen für die 
Differentialparameter A(y), B(y) und F(p). Ist H(p) irgend einer der- 
. ’ ’ . + s oO Oo" O*°% 
selben, so ist, weil H(y) eine lineare Verbindung von x > : n 
oD ( ( q q 
ot Od u 
an. .. 1St, 
cp ©q 
H(p.w) = YHWw)ryH(y)r2H@, Y). 
oYy 0 eg 


oo, | aus. so kann man die 
2. coroy ’ OX 


Drückt man nun H(y) durch 


Coefficienten bestimmen, indem man g=r, y, z, ©, zy, ... Setzt. »>o 
findet man die Formeln 


H(y) = Hie, ®) 
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und 
| og Ow og Ow . Op Ow 
H(y, w) ss H( L, T) J ur — H(z, Y) ( = n 0 “,; Er )+- 
a x te oOx 0x Ox 0Oy oOy Or 
\ 23.) en n nn nn 
oy cow © v oy cWw 
== H Den) ZU ne (4 ü —_ r r ) ao 
5) E05 N) On Om E/T 


In dem Ausdruck 4,(4,.9)— 4.(4,Y) heben sich bekanntlich die Ab- 
leitungen zweiter Ordnung auf. Haben nun /! und 4 dieselbe Bedeutung 
wie oben, so ist dieser Differentialausdruck erster Ordnung für =1! gleich 
— 4, +J4,(ni), oder weil /,7 = 4,n ist, gleich 

nJ.4—CI4,.=n46—-5An=nAl,D-LA, SD), 
und mithin ist 


(24.) 4,(4.%)-I.(I,9) = nA(, Y)-CAln, g 


) 
und ebenso 

(29.) 4,4:9)-I:.(4,9) = nI;:p-549,9- 
Diese Formeln lassen sich noch auf eine andere Gestalt bringen. Aus den 
Gleichungen (12.) und (13.) $ 1 und (4.) $3 folgt 


- 


£ 
> N > 


[p, v]= 4,9 4,9 4.9 = 
I v I,yv I w 


AN 
IND 
u 
— 


(I,9.9.w—- 4.9.8, W). 


St ui 


Die letzte Formel und er beiden analogen ergeben sich aus den Glei- 


chungen I54,9=0 und F54/,w=0. Mithin ist für v=r 
(27.) [y, x] = 74,9 -54,% 
und folglich 
(28.) 4,9 = ılp, 2)—-%[#, Y) 
In der nämlichen Weise findet man die Gleichungen 
S Y " 
(29.) Ai =/1:o 4 1 RE. (d 1 1 
(29) Ip v4 4,9 Ip = (I,9-I9—-4:9.4,%) 
dv dw I 





ua gg a Bee ee RE 
ENTE NE na ee 


RER 


ERDE ERROR ENEER 
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Aus den Gleichungen (7.), (24.) und (25.) ergeben sich daher die Relationen 


i | = 
(32) 4,(4.9)—4.(4,9) = hip, «19, Sl, 4,Ap) IA, p) =; [9 5) 
die man auch aus den Gleichungen (20.) $ 1 und (7.) $ 2 direct herleiten 
kann. Ich erwähne beiläufig, dass 


33) Alp, W= 9, a]ly, z], A) = Zlly, a), a] 

ist, und dass sich B(p) und F(yp) in ähnlicher Weise darstellen lassen. 
Die in diesen Formeln benutzten Operationen stehen zu den in der Glei- 
chung (28.) $ 1 auftretenden in der Beziehung 


(34.) Z4.19, 2j=0, 217,9, z]=0. 
SD. 
Ueber die schiefe Covariante Z. 
Das System der simultanen Covarianten der Formen A und B wird 
zu einem vollständigen durch Hinzufügung der bilinearen Form 


a3 | = Ze ((a,dp-+a,dg)(b,,dp+b»dg)— (a, dp+a,dg)(b,,dp+b,0dg)) 
| —= I,dpdp-+l,dpdg-+l,dgdp-+-L.dgdg, 

wo 
2) re Ta 


ist. Die zugehörigen Differentialparameter seien 


N n N Im 7 Zn 2 
(3.) akA(Y, w) == L, m a: 04 Y an: y oy Hl ’g pn 


"op ©p op og 2 


u q op oq og 
und etwas abweichend von den früheren Festsetzungen 


EN ae Og BON,:9'T; Op | 09 
PR la h A(y) — öp Va (b. Op —1. g öq Va \ 0 I F p +1, og , 
& YaM(y) = : nl, u ; TER UNE ( AR: ER 1 

| Op Yak“ "Op "Ög/ ög yakı "op "ög 





Zwischen ihnen bestehen die Beziehungen 


rn } l \ k h 
5.) A, WA, = [6 v Ad-M) = N, )- N, P)- 


Nun ist 


0x 0x 
a,dp+a,.dg = 2 er dr, a,dp+a,dg = 2 3 dr, 
\ N or Br \ \ . Or is 
b,dp-+b.0dq = 32 0%, b,dp+b.dg = 2 37 VE 


Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 1. 5) 
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und mithin nach (6.) $3 


a) 5“ 

öp Er dy dz dy ds 
YaL== u = Ja: 

Yy = den 0 ön JE 
og og | 

also 

ei M 
i 1 “ 
(6.) L= de dy ds = z (dydl—dadn). 
> 


[7 


En & 


Die letzte Formel und die beiden analogen ergeben sich daraus, dass 


Side = ZEIE—=( ist. Ferner ist 


Pine a Og Op \ ow Oo 
YaakA(y, w) = (a5 op A og )- b», Op u bo) 


og oO Or oO 
(ie ee . )(b» eig e 
’p oq op og 
also nach (26.) $1 und (11.) $3 


\g, y) = (24,P.4,9) 24.94.49) -(Z4I,9:4,9)Z4I.P-I:W) 


EEE TREO ne: IRRE, - R m N 54 ei 
’ aaa 0 Den ä 5 3 Au nn und an TE IE R ä 


Ya 
und mithin nach (12.) $ 1 
8 
is | 1 
(1.) A(g, y)= I, I, I,Y = 5 (4,9.4,9- 4,9.4,%). 
I:w I,w Irw 


In 


Daher ist 


s er nn Zi R BE Re Y er 


(NP S) en [P; | 2 nI,9—64,9, 

(8.) Te | x 
Ne =; pl=-m4:p9-54,9), 
also nach (32.) $ 4 und (9.) 
(9) KA, ©) = II. p)—-IlI,p, N, y)=A,Ay)-ILI,Pp) 

Nach (4.) ist 

YakA(g) = 5, Vak, P))+ — (Vak 19, 9), 
und daraus ergiebt sich Ks der Formeln u »s1l und (7) $2 

Agy)= E41, 9, KAG) = Z4I(kAG, 8) 

und mithin nach (9.) 


(10.) 


kA(y) = 2+4,4,4,9, 





ERTEIEHR 


N 


a, iR a RE ei 
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wo das Zeichen Z+ ein nach Art der Determinanten gebildetes Aggregat 
von sechs Gliedern bezeichnet. Ebenso ist 


A(y) = 2+4:(n4,9)= + nd4:Ä4,p, 
weil 4,5 = 4;n ist, also 
(11.) Ay) = 2+54,4,9 = 2+4:4,4,p. 
Nun ist 
S[Y, y]-nly, 2]= 4.9 =B(E, p) = 4:5.4,9+4:7.4,9+4:6.4,p 
= —51:.4,9—-n49:4,9—-[4:4,Y. 
Eliminirt man das erste Glied der letzteren Summe mit Hülfe der Formel 
Z54:w=0, so erhält man „Z2—-{Y=0, falls man zur Abkürzung 
X = 41,4,9—-4:4,9-—[Y, &] 


setzt. Mithin ist 


ER: ER 
e: m 7 —— L ——— NE . 
und weil nach (11.) FSX=—A(p) ist, so ergiebt sich 
(12.) 41,9.9—-4:4,9 = NY, D-ENA(p). 


Es ist aber nach (34.) $4 FI,A(y, =0 und F4,(&w) = hw und mithin 
folgt aus (12.) 


(13.) —hNgp) = 2+4,4,4,9. 
In der nämlichen Weise findet man die Formeln 
(14.) 4,49 —4.4,9 = N, S)+EM(p), 
(15.) M(p) = 3+54,4:9 
und 
(16.) My)=-2+4,4,4:p = = =2+4,4,4:9, 


während 2+4;4,4:;p identisch verschwindet. 
Multiplieirt man die Determinante (7.) mit der Determinante (12.) $ 4, 
so erhält man nach (15.) $ 4 
(17.) kA(g, vw) = r4'p.I" vr" d'p.d'w, 
also 
(9; v| = Sy. w—d"gp.d'w, 


H(ACg, HA, 9) = Wr" )(I pP." y+A'p.dy) 
3* 


(18.) 
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und mithin 
kNa, 2)=N(, 9)=[$, 2]= (fr —r)EE", 


(19.) k(Alz, y)+A(y, €)) vr AS, n)+ACn, 5) [S, yl+[n, 2] 
AN ren +E'n). 





Nach (8.) und (11.) ist 


N 


; . .„ Op | E D? i Ip 
kA) = IS, I,p) un z|s, 2 | - [S; x] En +([5, y) +[n, )) _r u ch 


OXL_ Oxdy 
und demnach 
2 72 
20) er) HE HEN + 
und ebenso 
(21.) M(p) = 5" > +En +) Bu N 
\ ) er _r' \ ee 5 . o&on 


Da nach (11) -Aly) = E+5 = (F,p) ist, so besagt die Differentialglei- 


o 


ehung A(g)=d0, dass der Ausdruck F/,9.d5 oder 


5) > Op = >> - 
(22.) u — ds = ZA(S, p)de 
Or 
unter der Bedingung Ff5de = 0 ein vollständiges Differential ist. Ebenso 
besagt nach (15.) die Differentialgleichung M(y) = 0, dass der Ausdruck 


(23.) ZT de = ZP(e, y)dE 


ÖE 

auf der Fläche ?=0 ein vollständiges Differential ist. Man kann diese 
Sätze auch so aussprechen: Sind und w zwei Funectionen von p und g, 
zwischen denen die Beziehungen 

(24.) 1,9 =dI:y, Ay=4,Y, Apy=dIy 
bestehen, so ist 

(29. A\g)=0, Mw)=0, Al, y)=V, 
und umgekehrt, wenn A(y)=0 ist, so giebt es eine Function w, welche 
den Bedingungen (24.) genügt, und wenn M(y)=0 ist, eine ihnen ge- 
nügende Function 9. Nach (5.) und (20.) $ 4 verschwindet daher A() 
für =, y, 3 und £ und M(w) für v=$, n, { und x (vgl. Lame, Lecons 
sur les eoordonnees eurvilignes, p. 89). Nach (15.) $ 4 können die drei 
Gleichungen (24.), von denen die eine aus den beiden anderen folgt, durch 
die zwei Gleichungen 

(26.) rdyg=dIdy, rdypy=AL'y 
ersetzt werden. 
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$ 6. 
Ueber orthogonale Flächensysteme. 

Von den im letzten Paragraphen entwickelten Formeln mache ich eine 
Anwendung auf die viel behandelte Aufgabe, die Bedingung zu finden, unter 
der eine Flächenschaar #&(z, y, z) = einem orthogonalen Flächensystem 
angehört. (Vgl. Weingarten, dieses Journal Bd. 83, im Folgenden mit W. 
eitirt.) Ich behalte die bisherigen Bezeichnungen bei, setze aber vorans, 


Ka ' 


dass die Grössen $, &, r, ... entweder als Functionen von x, y, 3 oder 


’ 
von p, q, 4 dargestellt sind (aber nicht von x, y, z und 4). Die zwischen 
ihnen entwickelten Relationen sind dann Identitäten. Für die partielle Ab- 


N 
. O( “ . r . .. 
leitung = brauche ich auch die Zeichen D,p und g,, und zur Abkürzung 

Js - 


setze ich 
(1.) dp = 25D,y. 
Schreibt man nun die Gleichung (14.) $ 4 in der Form 


54,5+n74,n+54.5 = r$ 


so folgt daraus 


„I ı 


54,5 +n7d,n+54,5 = —rS 
und mithin nach (6.) $ 1 
n(4.0—4,8©)+6(4,.0-4.8) = —r. 


2 


Multiplieirt man mit 5° und summirt, so erhält man 


(2.) E+E4l =0. 
Setzt man hier 
(3.) A,p = D,y-Sdyg, 
so findet man F+!DT = -ZEE'AE. Daher ist (vgl. Cayley, Comptes 


Rendus tom. 75, p. 181) 


(4.) =54 DD = Er Eh Zi. 
Setzt man nun 
(d.) m’—= P+b+P:, 
so ist 
m" D,m = P,P,.+P,P.+P.P.. = AP, = e; s 


m Mm m 
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also D,m=$5/m—m4J5 und mithin (W. Seite 5, unten) 

(6.) I,m = —m4S. 
Daher ist /m= 35 A,m= —mZgA: Durch Auflösung der drei Glei- 
chungen 


x 1 ur 2 u 
SEE = — Am, ZEIE=-0, ZEN IE=- —J 


m 


m 


erhält man 
E T 1 R u 
(7.) IE = = I(m)S— JE". 


Da sg = Z5D,p und 





= ISD,y ist, so ist nach (14) $4 


| 
| 


I dyg—-Adp=ZE(I5-A)Dy=rd'p- e; Im.Idp+JS'y 
(vgl. (6.) $ 8) oder 


% 


{ 1 ! ! ! ! 
(8.) u (mdy)—-ddy = rdp+JE'Y. 
Setzt man in dieser Gleichung*) =, so findet man 
1 N j ! of Fan) 7 m» 1 turn 
i Id m+rds+S5dAr = —r’S— Ir, 
| 


Multiplieirt man mit &” und summirt, so ergiebt sich nach (4.) 
m(r —ı)JI = 8" 41 (A4,m) = ZA (D,m), 

weil 
=" 4 (SAm) = Amir + N dmZE"E = 0 

ist. Der erhaltene Ausdruck ist nach (20.) $ 5 gleich 


, k 
rat! nr Ri | er ’ | en 
SS D,D,m+(&n+Sn)D,D,m+-- = m A(m), 


und folglich findet man die Relation 
(9.) m(r—r")J = kA(m). 


Mit Hülfe der im vorigen Paragraphen abgeleiteten Formeln lässt sich 


*) Nimmt man an, dass PD =). einem orthogonalen Flächensystem angehört, so ist 


21% og 2 
J=0 und FZde’ = m’di’+ md)? -- midi}, also my = ——, m App = a. ‚ und folg- 
Bm OR’ oh, 
nz ren an om, ' 
lich redueirt sich die obige Formel auf die Gleichung mm,r' — 3° auf weleher der 
Ob “ 


erste (unvollständige) Beweis des Herrn Weingarten beruht. Zugleich ergiebt sich aus 
der obigen Deduetion die enge Beziehung, in welcher seine beiden Beweise zu einander 
stehen. 
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A(m) in den verschiedensten Formen darstellen. Bezeiehnet man die Ele- 
mente des Quadrates der Matrix 


Zr 
(10.) N c N, 1: 
a TE e 


mit N,,, so ist z. B. 
(11.) N, = D,nD.$+D,nD.n»+D.nDZ=D.4n—4A4D.n. 
Nach (3.) ist aber 
4,49 —-44,9 = D. 49-4’ g—-A(D.py-IAyp) =D. Ag— AD. p-+AL.Ay, 


also nach (6.) 


I4.(md4y)—AA,py = D.Ag—AD.y. 


m 
Daher ist 
mN, = A, (mAn)—-mAd4n = — 4.4, ,m—mdAd.n. 
Setzt man also 
(12.) Ä= N, — N; _. N28: PNn,ntN G,—L,8,—C,n,—%.5,; 
so ist nach (24.) $4 


(13.) mX = 4,4.m—4.4,m = nA(C, m)—C[A(n, m) 
also 

(14.) ZziR = 0. 
Nach (10.) $5 ist mithin 

(15.) kA(m) = 24,(mÄX). 


Dieser Ausdruck ist gleich m 24, A+ 8X 4,m =m ED, X—mI(S 4X 4 XAE), 
und mithin ergiebt sich die Gleichung 

(16.) kA(m) = m z 
welche wohl die einfachste Darstellung der betrachteten Grösse enthält. 
Aus (11.) folgt 


b 


ZD,X = Z+D,D.dn—- Z2+D,4D.n. 


Das erste Aggregat verschwindet, weil D,D.p = D.D,y ist, und mithin ist 


(17.) kA(m) = m&+D,4D,{ 
oder kA(m)=m&£+(D,4—-4D,)D,T. Setzt man also 
(18.)  SRSERe.. TR 


0% Oy ? 
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so ist (W. Seite 9, unten) 


m 
| ua ,=,+ N + C,2,+5,H,+ n,H,+&,H.- "5,0 rn: Z,+ I -L,Z, 
Aus der Gleichung 4,5 = 4,n folgt 


(19.) 


20.) 2=Dn—-DS =5An—ndt = z (nd,m—{& 4m) = z Im, x) 
und daher nach (11.) $5 

(21.) A(m) = &4:(mZ). 
Setzt man zur Abkürzung 

(22.) Am=rm, Jdm=rm R=rH+r;, 


so ist A die Krümmung der durch den Punkt x, y, 3 gehenden orthogonalen 
Trajeetorie der betrachteten Flächenschaar in diesem Punkte, und für diese 
Curve sind daselbst die Richtungseosinus der 


Tangente: 3 n, 5 
Hauptnormale: u 

= H Z 
Binormale: BI RI 


und wenn durch die Gleichung 


(23.) 8, 48 Li|= RT 


un 


die Torsion T jener Trajeetorie im Punkte x, y, z definirt wird, so ist 


(24.) jr Aaretg( ir T. 
Nach der Definition (12) It X\==&(n +E)-Hn.- -Z[,, also weil IE, = h ist, 
Im, | =hZ-X==ED,5+H D,n+ZD,{ 
m 
25.) — ED,:+HD,E+ZD.: = 34, 84+HA4, 54 248 





wo [£,) die dem Elemente Z, in der Matrix (10.) entsprechende Unterdeter- 
minante ist. Aus den identischen Gleichungen 


r[y, 2]-[9, = (r-r)’dp, Flo, 2]-[p, 5] = (r-r)57"Yp 








ER 











2 EEE 
ne a se 
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ergeben sich daher die bemerkenswerthen Relationen *) 
(26.) A-rZ=r(r—r)!, X-r' 2er (er rg". 

Mit Hülfe der Formeln, die ich in $ 8 entwickeln werde, lässt sich 
der Ausdruck A(m) noch weiter umformen. Bezeichnet man die geodätischen 
Krümmungen der Krümmungslinien mit 

!=r, Ü=r, 
so ist nach (5.) $ 8 


en A(m) = 4 4" m—r,d'm = 4" 4'm—r\' 4" m 
und mithin (vgl. Lame, a. a. O. p. 80) nach (22.) 
mn k 
m 
Damit die Flächenschaar ? = einem orthogonalen Flächensystem 
angehöre, ist nach den Relationen (4.) und (9.) die Bedingung A(m) = 0, 


2 Alm) = #'n—r, (n—r,) = d"’r,—r;(r) —r,). 


welche wir oben in den verschiedensten Formen dargestellt haben, noth- 
wendig und hinreichend (W. S. 11, IV). Diese aber ist nach (22.) $5 
damit identisch, dass der Ausdruck (W. 8. 4) 
om ,„- r a E 
(28.) 2, = ZA(S, m)de=dY(x, y, 3) 
ein vollständiges Differential auf der Fläche ?=% ist. Demnach ist 
A,P=A(E, m), also nach (13.) mX=n4,—[4,P oder 
oD OW oD oW 
(29.) X = -— .- 
oy O% O2 oOy 


in Uebereinstimmung mit der Gleichung (16.). 


r} — 
St. 
Ueber das Krummungsmass und die geodätische Krümmung. 


Der Differentialparameter zweiter Ordnung A(y) steht zu dem 
Krümmungsmasse k in einer eigenthümlichen Beziehung, die von Herrn 


*) Herr Cayley sagt l. c. pag. 183: A moins de se servir de quantites arbitraires 
il n’y a pas d’expression symetrique pour les valeurs de &:m':l et &’':nm'"':{”. Diese 


‘6 


Bemerkung ist zwar zutreffend, wenn es sich um die Auflösung eines beliebigen Systems 


dreier Gleichungen von der Form &,&'+&,7-+&l =r'f, ... handelt. In symmetrischer 
Weise lassen sieh dann nur die Producte &°, En’, ... darstellen, von denen deshalb 


auch Herr Weingarten (W. Seite 6) Gebrauch macht. Die Coefficienten des vorliegenden 
Gleichungssystems bieten aber die besondere Eigenthümlichkeit dar, dass die durch die 
drei Gleichungen &,$+n,.n+&° =0, ... definirten Grössen &, n, & auch die Gleichung 
&n:—&)+n(&— 8) +&l&,—N:) =0O befriedigen, und durch diesen Umstand wird die 
obige vollkommen symmetrische Darstellung der Werthe von &':»':& ermöglicht. 
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26 Frobenius, die in der Theorie der Flächen auftretenden Differentialparameter. 


Beltrami entdeckt ist, und die ich hier in einer etwas verallgemeinerten 
Form darlegen will. Um zunächst die Gausssche Darstellung der Grösse 
% in einer möglichst übersichtlichen und brauchbaren Gestalt zu erhalten, 
benutze ich die Methode Joachimsthals mit einer geringen Modification. 
Seien &, 71, & und &, n,, & irgend sechs Funetionen von p und gq, welche 
den drei Gleichungen 


(1.) m&—n.Lı =$, > N, Sm—Smı = C 
genügen. Setzt man dann 

(2. zE=0a, ZUh=ß, ZU=7, 
so ist 

(3.) 2, =0 Zu,=-0 furl 


Umgekehrt folgen aus den Gleichungen (3.) die Gleichungen (1.), aber 
nur bis auf ein gemeinsames Vorzeichen genau, und man kann aus 
irgend zwei von einander unabhängigen Lösungen der Gleichung Z5X = 0 
durch Hinzufügung passender Factoren sechs Functionen herstellen, welche 
die Gleichungen (1.) befriedigen. Nun ist nach (6.) $ 3 


in a 2 v; n ce <o p& < 
k= =s[n, C] . =(n%—-n:&)|n; ], 
also nach dem Multiplicationstheorem für Determinanten 
Ä a „ 08 
Yak = BP uzt, rs )- (z&- ) ale: r ) 
op og \ og 


c 


n£ / we 
= (335 OS )(x$ a) (E ÖS, = >: e%) 
"op "og .s Op n oq 


In 


“ rn ) fe ne N 
2 4 S| > on, > Os, 2 Is on, 2 O&, 
op op op og og cq 
4yak _— c : “» £ “a 
Sı 7ı Sı Sı 7: >1 
5 N: C, S: UP C, 
oE on, o%, DE Ö D 
2a 2m ga aM 9 
op op op oq og oq 
Sı 1 S1 Sı 71 C, 
5, N» C: 5, N» 6; 


Setzt man 


so Ist 


EEE TEE ET 
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Führt man nun in der für % abgeleiteten Formel die Multiplieation der 
Determinanten aus und sondert in jeder der beiden so erhaltenen Deter- 
minanten das erste Element ab, so findet man 


z oE 08, OE ÖE 
rn al) 
op og og op 


0 se — 0 0 ER; >= 
op op Op Op 
OB da 
Sr Be e 3 
og n 'gq j 
Oy J he c 3 pP 2 Mr 
Er / / STE y 1? / 
’q og 


In der Differenz der beiden Determinanten heben sich die mit PQ multipli- 
eirten Glieder. Ferner hat P den Factor 
7 a Hy au —2P of N 
op op op ( p 
und ebenso Q. Die Summe der übrigen Glieder kann man mit Hülfe der 
Identität 


4 ! ! ' 
A ie ı 2 a BB y 
Zi Zi 3 ! ! 
0 oe BI -'P oe Pi=|«@« Pf y 
yrr zZ ) ’ u 'z} 
"> ala © ‚Ale : a ; a : a 


0 P y 
| 0a oß oy 
| OD op Op 
4ya £ v “ 
0@ 0 oy 
( 4 ( q og 
In den $$ 1 und 2 haben wir viele verschiedene Lösungen der Gleichung 
Z5X=( betrachtet. Z. B. kann man den Bedingungen (1.) genügen, 
indem man 


a or ya 
Hu, > 4,g 
op A,, 
setzt oder 
ni a ni Oox 
Sı pi { } I,p; S) => - 
A, , aA og 


und erhält so besonders einfache Darstellungen von 4 (Vgl. Brioschi, 
Annali di Mat. Ser. II, Tom. I, pag. 5, (8.)). 


4* 











Setzt man 
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oz O°’x 


























K(yA) der Form 


pyA = a,ydp +2a,pdpdg-+a,ydg' 


die merkwürdige Relation 
(6.) K(A)-yK(pA) = ZAllogp). 


/ 


— 2k — G-+ —; 


in folgender Art zusammen. Setzt man 


so lautet dieselbe 


R 1 0x . 1 0x 
so = 5“ u 
si 6, Op ) 2 zei öq , 
ya ya 
so ist 
> Be m Ö c og, 2 O8, Ö OS, & O8, 
-2lals, &] = — N: -42)- 5-5 
op og og og op op 
ER =: +3 ke; 0° ox 0° o 1 oz O°x 
Be Ya oq Opog f 


Pr. (L == | A r a > ee ee > 
Ya \oP Ya op oq og y 
d;ı do A; 
r \ nn nn 

(9.) ı 9, da, 0a, 
To5o8| Op Op op 

OB. A 
og og og 


5 oO’r Ox „ot Or oO’z 02 
Pı.ı = 37.5; (4,,=- u Tr Pı; = — 7 
op’ op op? og »T öpög Op 


op ög?/ Ög Ya “Op Opdg g Op!’ 
Bezeichnet man das Krümmungsmass k der quadratischen Form A 
mit K(A), so erhält man demnach (vgl. Weingarten, Festschrift, Seite 9) 


Q 2 “ 
hnn 94, )) 
op og 


Multiplieirt man jetzt die quadratische Form A mit einer beliebigen Function 
p von p und q, so kann man aus dieser Darstellung leicht die Invariante 


ableiten. Nennt man den ersten Theil des Ausdrucks (5.) @ und die im 
zweiten auftretende Determinante”) H, so geht, falls man A durch 9A 
ersetzt, H in g°H und Ya@ in VaG@+YaA(logy) über. Daher ergiebt sich 


*) Mit der Formel von Gauss (Disqu. $ 11, pag. 236) hängt der Ausdruck 


CR 
L> sul. x 


ee te. 
TERN. 





Er Va 
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Durch analoge Processe pflegt man in der gewöhnlichen Invariantentheorie 


’ : \ ' | 
Contravarianten aus Invarianten abzuleiten. Setzt man z.B. p = ‚80 


ya 
erhält man die Formel 





ns U. ng 0. ng @,, 
@ — Er” = Gr r 

Br | ya . ya ya 
—Va(4K(A)+Alloga)) = 2\ —;— —-2 —— F 5; 
Ya(4K(A)+ A(loga)) a Zn an 
d,, A, , Ad, 
(T.) ya ya ya 

We O @, 0 

op ya op ya op ya 

O0 4, O 4, O 4, 

og ya og ya og ya 


und demnach besagt die Gleichung (6.), dass Ya(4K(A)+Alog(a)) ungeändert 
bleibt, wenn A durch A ersetzt wird. 

Die Formel (6.) ist für die T’heorie der eonformen Abbildung einer 
Fläche auf einer anderen von Wichtigkeit. Bildet man z. B. die gegebene 
Fläche auf einer Ebene (oder einer Fläche vom Krümmungsmass Null) 
conform ab, und besteht zwischen dem Linienelemente ds der ursprünglichen 
Fläche und dem entsprechenden der Abbildung do die Beziehung do = uds., 
so ist das Krümmungsmass K(w’A) = 0 und mithin nach (6.) 

(8.) K(A) = Allogw). 
Dies ist die von Herrn Beltrami angegebene Beziehung. Aus derselben 
kann auch umgekehrt die allgemeine Relation (6.) erhalten werden. Denn 


2 
U 5) Ps . . Yo. , 
da ( ) yds’ das Quadrat des Linienelementes einer Fläche verschwinden- 
‚p 


den Krümmungsmasses ist, so ist nach (8.) 
K(yA)=A (log Li ) = Allogu)—1A(logy) = K(A)—-LA(logy). 
‚pP ü £ 


Wo 


n2 22 n2 
oa 3 0 |, Od 
opöqg  0g’ 
m — om I MR u 
H = a,(919%: — 93) Gel9ıP2a + BaPıı — 22 Pı2) + @a(Pıı Pas — Pı2")- 
Es ist nun 


ac! = u _2 


= 4H—H' = 40°(6' — G)+14H. 
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In ähnlicher Weise erhält man durch Abbildung der gegebenen 
Fläche auf einer anderen von constantem Krümmungsmasse x, deren 
Linienelement do = Ads ist, die Relation 


(9.) K(A) = #4 -+A(logi). 
Genügt endlich, um noch einen dritten speciellen Fall zu erwähnen, bei 
. % EUER do 
einer conformen. Abbildung das Vergrösserungsverhältniss 2 = 2 der par- 


tiellen Differentialgleichung A(logA) = 0, was bei der conformen Abbildung 
einer ebenen Fläche auf einer anderen stets der Fall ist, so ist K(A) = #K(# A), 
und mithin haben entsprechende Theile beider Flächen dieselbe totale 
Krümmung. 

Aus der Gleichung (8.) kann man, wie Herr Beltrami gezeigt hat, 
einen besonders einfachen Ausdruck für % herleiten. Ist nämlich 

A = a,dp + 2a,dpdg+a.dg’ = (Qdp— Pdg)(Q’dp— P'dg), 

und ist M ein integrirender Faetor des Ausdrucks Qdp—Pdg und M' ein 
solcher für Q’dp—P’dg, so ist MM'A= dude, und mithin kann man in (8.) 
«a = MM’ wählen. Setzt man nun 


(10.) ET EA 


Op og op og ’ 


so ist, weil M(Qdp—Pdg) ein vollständiges Differential ist, 


oloeM _ oloeM ‚ oloeM' ‚ olocM’ / 
che ic we; De FRE En 
I () 3 lakh, I dp +0 30 YaR. 


Nun ist aber nach (27.) $ 1 


‚Op | a So 
u Pre; _ + 4(PO'+-P'0) = a 
PP —PO)Alp) = ae mi DE 


öp PO'—PQ v 
PETERS Op ‚op 

. 1(PQ'-+P'Q) Ip +00 ög 4 öp 

Zr PQ'—P'O ? op 


und mithin ergiebt sich die Gleiehung 
a. oy\, 0 © Og Oy 
(11) TaAly) = op ya (F op +0 og u 04 ya f: op +P Ö ): 


in welcher man auch P, Q mit P’, O0’ vertauschen kann. Daher ist 


da (PR) _ O(Q'R) fi n  oO(PR') _ 8(QR') 
--VYaA(logM) = nr a —YaA(logM') = wer v5 
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und folglich nach (8.) 
a oO(PR'+-P'R o(OR'-+-O'R) 
(12,) 9 , SEE 
op og 
oder 
| TEE OR’, g OR ‚OR | „, OR\ 
(13) —2k = 2RR+ —-(PT-+0 #; 7 a. 
ya op Ö 4 ( p og 
Die einzelnen Theile dieses Ausdrucks sind, falls man Ya = PQ'—-P'O setzt, 
simultane absolute Invarianten der beiden linearen Differentialausdrücke 
Odp—Pdg und Q’dp— P’dg, und erscheinen in einer Verbindung, welehe un- 
geändert bleibt, wenn man den einen der beiden Ausdrücke mit 4 multiplieirt, 
den andern durch 4 dividirt. 

Die Gleichung (6.) ist ein specieller Fall der folgenden allgemeinen 
Formel. Seien «, 9, y drei Functionen von p und q und sei zur Ab- 
kürzung gesetzt 

(14) w=w«+hoß+kP+(h’—2k)ay+hkdy+k’y, w = 2u-+-hP+2ky 


und 





(15.) (W"—4h)O(p) = kBfh, y)—A(k, p). 
Dann ist 
—2wuK(@«A+PB+yC) = —ka'— Yo o( 7 ) 
+A(a)+kB(A)-+kTYy)— I A(a, w)— E B(/, ji ig - Mir; 2: ) 
also z.B. 
(17.) —2K(B) = h+ > 
) ( J & Yk ) 


Ersetzt man o, 9, y durch @-+Ak, P—Ah, u so bleibt die Form «e A+PB-+yC 


’ 


und ihre Determinante aw ungeändert, und es ergiebt sich die merkwürdige 
Relation 


(18)  ACk)—kB(h)+O(W’—Ak)—1B(h, K)-+k(h’—Ak) 


Die hier auftretende Form O(Y) lässt sich auf viele verschiedene Arten 
darstellen. Sind A und B zwei beliebige quadratische Differentialausdrücke, 
a und b ihre Determinanten und g=a,b»+@a,b,—2a,b, ihre simultane 
Invariante, so wird, wie Herr Weingarten (Festschrift, Seite 19) gezeigt 
hat, durch die Gleichung 













32 Frobenius, die in der Theorie der Flächen aufiretenden Differentialparameter. 





2a’B,(y) = 2a| HZ i ar + (5: Tr eg 5 e 
0a, , ca, , a, an, 
-9[( ® Op ER A ”- z ar) 
(19.) ı d(a,,9) Ola.,9) O(a,,, 
rd MD an 3 
n Aıı 42 d,; 
b,: bi» b. 





eine lineare simultane zugehörige Form von A und B definirt. 
Für die hier betrachteten Differentialausdrücke ist nun 
Buy)=0, Br(y)=0, 
(W—44)9(p) = Ty(gp) = 2kFg(p) = 2h’Ag(y) = KAr(p). 
Ersetzt man in der zugehörigen Form (19.) 5, 5.. 5, durch 
C- 5; ur Bee 3), so wird B,(y):A(y, w): gleich der geodätischen 


op og’ 
Krümmung / der Curve w(p, = auf der Fläche ?=0. Ich definire 


(20.) 


! durch die Gleichung 


(21.) lds’ = |ö, da, d’e) 
oder 
dx 
BR dr ni ds 
ER. ds 


dx 
also wenn man —— = X setzt, 


i=|&, X, X4X+Y4X+Z4X| 
Ich nehme an, dass ein System von Curven w(p, qg)=4 gegeben ist, und 
bezeichne mit X, Y, Z die Richtungseosinus der Tangente der Fläche, 
welche zu der durch den Punkt p, qg gehenden Curve des Systems normal 
ist, setze also X = Y'C—-Zn, .... Dann ist 


I=—-X(X4,X+Y4,Y+24,Z)- - =X (X 4, X+Y4,Y+Z24,D)+, 
also weil X”+X’+?°=1, X Y+XY+$ön=!(,... ist, 
> XXX 1,X+Y4,.Y+24,2)— --—&(&4,X+n4,X+64,X)—--, 
und mithin, weil X+-Y’+Z’=1 ist, 
(22.) = 24,1. 
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Indem man die Determinante 
dA, X—r 4,X I.X 
| | 
‘ 1% ’ we. Pr 2/» \ 
(23.) I,Y 4,1—r 4Y er 
4,2 A,L A,Z—r 
zwei Mal mit |$, X, X’) multiplieirt, erkennt man, dass sie ausser für r=/ 
nur noch für r = 0 verschwindet. 
Um nun die oben aufgestellte Behauptung über den Zusammenhang 
von / mit der zugehörigen Form B,(y) zu beweisen, zerlege ich die 
Determinante er) in die Summe der beiden Determinanten 


n 4p- + Er dq, d(5, )ap+a(“ .)dq +8, — > dp+ -dq, + d’g. 


© ‚p op oq 


ae 


In 


deren zweite A Ya(dpd’g—dgd’p) ist. Die erste multiplieire ich mit 
der Determinante ve $1. Setzt man zur Abkürzung 


24 - de 45) = a 5 2) dp — (Zu - 


so erhält man 


lq=R. 
dq “2 )dq 


‚4dp+a.dg da,,.dp+da,..dg+Rdg 
‚a,dp +a„dg da,.dp+da,.dg — Rap, 


Der Factor von —IR ist a,dp’+2a,dpdg+a,dg =ds’, und mithin er- 
giebt sich 


1} 
Fin 2: 





2Yads’! = 2a(dpd’g— dgqd’p)—ds’ (( ala — - °)dı (‘ az 30 = )dq) 
(24.) A Gm Ay 
+ da,, da; da,» 
dg —dgdp dp’ 


ow 


Ersetzt man dp durch d und dg durch — a 


p ? \ 
5p ’ also ds’ durch aA(w, w), 
do \ 1 4 


so geht !in eine zugehörige. Form von A über, die ich mit L(A) bezeichne. 
Ist dann Y eine beliebige Function von p und g, so zeigt die Gleichung 
(24.), dass 
(25.) L(A)-VoL(pA) =, Ar lan) _ ı Plosy 
"Yan w) 7 6m 
ist, wo » die Richtung X, Y, Z bezeichnet. Wählt man wieder g so, dass 


die Krümmungsinvariante von 9A verschwindet, so erhält man eine von 
Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 1. 2 








hat Herr 
chungen erster Ordnung, 
lassen sich auf die Form bringen 


verschwindet, 








den PH u. +3 22 - dp’ +25," dpdg+ 


(28.) 





ds 


Ueber die 


Aus den in 


c) Iturf, Leer 
folgt SEA = -25IE=0, und da auch 
(2.) d'E" zu FE, I" er alt, 


Multiplieirt man die Gleichung 


summirt, 
Umformung (Formel (22.)): 
(4.) = 348, "= 34,8. 


! 


Tangente die Richtungscosinus £, 


$ 4 entwickelten kelationen (14.) 
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in ' 


oA4A,. ») 
ar gg?) 
op 1 


eetaje In 1 dp'+2 Ge dpag+ Je dg‘) 


sedingungen für die Isometrie der Krümmungslinien. 


wo ! ein Proportionalitätsfaetor ist, und weil !+.”+5” = 
(8.) d'E EEE E— l: * ei - —r El, 


E48 + n4,8'+% d,$ 1 Bun 


Herrn Beltrami angegebene Formel (Delle variabili complesse sopra una 
superfieie qualunque, Annali di Mat. ser. II, tom. I (1867) pag. 361). 
Durch den eleganten Satz, dass die zugehörige Form B,(y) identisch 
Weingarten die beiden partiellen Differentialglei- 
denen die Grössen b,, genügen, ersetzt. 


Dieselben 


1 oa, D. '- 
Iıl = a 7 -+ 22 en = 5 ner kn. 
ya dp p pP 4 
S 1 ö d öl 31 
in" WER 3 Ki hrs * Gen 
2ya (b, og 2b, 2  +b. Ö ) Op og 
oder 
“ Ö b, FI ie u. ©, Mr 9 Ahı _ Oll,,+1,,) 
7, "op Ya pP ya "pP ya 0 m. °’ 
27. 
de dh 
"0q ya 09 ya og Ya og Op 


Bekannt sind die analogen Formeln für die geodätische Krümmung 


= —Yaldsdg, 


—  Yaldsdp. 


IE" = 0 ist, so ist 


—] ist, so ist 


mit © und 


so erhält man mittelst einer im vorigen m... benutzten 


Demnach ist / die geodätische Krümmung der ersten Krümmungslinie. deren 
n, © hat, und /!” die der zweiten. 





ker + El Tr ERAR DE v2 
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Nach (20.) $5 ist 
k „ ! N rt var 
Fre Ay)=25 AD, y= I(ZED,y)—-Z418.D,y 


r 
und folglich 


(9.) en Ay) = I 4" g 11 p= A" pl Ay. 
Aus der Relation 
(6.) II y-1 dp =ldp—l' dp 
erhält man, indem man 9 =5 setzt, 
(7) Ir" = (r rl, Ar = —(rr!, 
und indem man 9 = setzt (vgl. Bertrand, Caleul differentiel I, pag. 762), 
(8.) AUV+4"T = —k- I”. 


In ähnlicher Weise wie oben A(g) gefunden ist, kann man auch 

M(gy) berechnen und erhält so die Formel 
" 
(9) as MD-AGD) = rn EG; 

aus der man die Werthe von A(&) und M(x) bestimmen kann. 

Von diesen Formeln mache ich eine Anwendung auf das Problem, 
die Bedingungen für die Isometrie der Krümmungslinien zu ermitteln. Sind 
p und qg die Parameter der Krümmungslinien, so ist a, = (0 und 


4 1 > A 1 ) ! 1 D a. 7 su 
Ad y a: ee C 2. A p a — ne. l — — B. ra, ] ne 1 ( } A,, 
} A,, °q ya oq ya ( p 
Damit nun durch eine passende Wahl der Variabeln p und qg a, =a, ge- 


macht werden könne, ist nothwendig und hinreichend, dass 


ne a 
ee 
öpög abe 
ist. Diese Bedingung ist aber identisch mit der Gleichung 
(10.) SIT u 0. 


Sie kann auch dadurch ausgedrückt werden, dass eine Funetien A von p 
und g existirt, welche den beiden Bedingungen 


(11.) HN=l, SN=T 


genügt. Dieselben lassen sich nach (18.) $5 dahin zusammenfassen, dass 
für eine beliebige Function % 

(12.) dy—-ld'p = |[y, 4 
ist. Indem wir aber die Bedingung in einer dieser Formen aussprechen, 
haben wir uns von der speciellen Wahl der Variabeln p und q unabhängig 


5* 
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gemacht. Da 


(13.) u Luce Zah Duck 
ist, so ergiebt sich aus (8.) 
(14.) Ali) = 


Nach (8.) $7 ist daher e””ds’ eine Ki verschwindenden Krümmungs- 
masses, Mit Hülfe der Relationen (5.) und (7.) lässt sich die Bedingung 
(10.) auf die Form 


ae ee =)" A ei) * hi 


bringen. Setzt man 


24-+log(r —r") = u, 
so ist nach (7.) und (11.) 
(16.) ror)fu=fh (Hr) u=—d"h, \ 
also weil nach (15.) $4 ' 


(17.) I1,9=EIy+E 1, Iy9=— TE SI + ed" 
ist, 

(18)  (W—4h)4,u=h4A,h—2k4;:h, (H"—4Ak)I;u = 24,h—hA;h 
und folglich (Weingarten, Monatsber. d. Berl. B- Aa S. 1163) 


(19)  (W—Ak)du = hdh—2h 2 - de = 22 N de—hah, 


Wird durch die Gleichung \ 
ae Ss ' 0, ae A op av, öy Du dp dw ® 
20) (haha )Kp, Y) = ha a ta ae a 
der bilineare Differentialparameter der Form 


) 
(21.) K= Ya (andp+andg)(bndp+b2.dg) - (andp+a..dg)(budp+-b..dg)) 





definirt, deren Determinante k,ka»—kj, = —a(h’—4k) ist, so ist \ 
2) WINK, v) = kN, W+A, 9) ’ 
und mithin nach (18.) $5 E 
(23.) (fr )K(y, v) = Sy." y+A"p.d'Ww. | 
Aus (16.) folgt daher 
(24.) K(y, h) = [y, u). 


Auf diese Form hat Herr Knoblauch (dieses Journal Bd. 103, 8. 42) die 
Bedingung für die Isometrie der Krümmungslinien gebracht. 
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Sur des transformations de mouvements. 
(Par M. Paul Appell a Paris.) 


1. Lopjet de cette note est de r&esumer des recherches qui se 
rattachent & l’interessant article de M. Stäckel ‚Ueber die Differential- 
gleichungen der Dynamik und den Begriff der analytischen Aequivalenz dyna- 
mischer Probleme‘ paru dans le tome 107 de ce Journal (1891). 

Soit un systeme materiel dont les liaisons sont independantes du 
temps et dont la position est definie par » parameötres p,, Pa, ++, Pu Ni 
ce systeme est sollieite par des forces d@pendant des positions et des vitesses 
des points d’application, les equations du mouvement sont, d’apres Lagrange, 


dyros oS dp 
( ERBE DD u ein GE P i 2m .ra 
(1.) dt Op), Op. [7 Pa di 4 


S designant la demi-force vive du systeme, et 
Pöpı+P,öp.+---+P,op, 
la somme des travaux virtuels des forces direetement appliqudes, pour un 
deplacement arbitraire compatible avec les liaisons. Les quantites P, sont 
des fonetions de pP, Pay == +4 Pas Pıs Pas >», P,5 dans le cas partieulier otı 
les forces ne dependent que de la position du systeme, les /, ne contiennent 
Pa8 pP, Pay ++, Pi 
A cöte de ce premier systeme qui se meut dans le temps Z, consi- 
derons un deuxieme systeme dont la configuration depend de » parametres 
91, 923 ++, Qu et qui se meut dans le temps #, sous l’action de forces 
queleonques. Les &quations du mouvement de ce systeme sont 
2) 5 =0, = 
og, Oga r r m? 
les quantites Q, dependant de q,, 9, ---, q, et de leurs derivees g). On 
devra considerer les deux probl&mes de me&canique comme equivalents, s’il 
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existe une transformation de la forme 
|. = PalPıy Pay +++, Pr) 
\dt = APı, Pr + P)dh, 


transformant le systeme des &quations (2.) dans le systeme (1.). 
Pour nous rendre compte de la possibilit€ d’une telle transformation, 


(3) 


POSOnNS 


u 1 ! ! um 
S= 3<4,PP, %;=4,,; 


i,) 

. 6:2 e 

T= q Ss b, ;9:0;: b;, =b,;5 
ij 


puis portons notre attention sur les termes de (1.) et (2.) qui contiennent 
des derivees secondes par rapport au ae Nous avons 





d oT oT a d’ Ei "An 
dt, DE de + et + . 


les termes suivants ne contenant que des derivees premieres et constituant 
une forme quadratique par rapport A 9, By ++. Qu. De mäme 


BL OB\ a8 dp, | => d’p, 
a er a Fe ee Di Zee 
D’apres les relations (3.), on a 
dga _  dgu ; 
‚We 
d’q, ga 72, dga f © Oo) .)2 
—— or ee ’ 
dt‘ a (5 Pit Op. Pr E 
dq. Zus Ö Pu a Ö Pa | p, 
7 Tr a Se 
UI _ pa d’p, Ya d’p, Op. d’p. 
A ee + Op, di? er. Op, di’ a, 


les termes non &erits dans la derniere &quation constituant une forme qua- 
dratique en P1, Pa -: +, Pr 

D’apres cela, on peut trouver des coefficients RD au nombre de 
n i=1,2,..,n; @a=1,2,...,n») ne dependant que de p,, Pr, ».., 2,, de 
telle facon que les expressions 


, OT oT Re D 
SE Se Dr Ce De 


ne contiennent plus de derivees secondes et, par _ se r&eduisent & des 





PIE 





























IE TER 352 








Appell, sur des transformations de mouvemenis. 39 


formes quadratiques ?, en pP, Pi, »»., pP... En effet, annulons, dans V’ex- 


. » . d j Q 
pression (4.), le coeffieient de — ; nous aurons 


r 


N ‘ . 
n: © Of, i of, re ; 
2° EEE N 7 > — > Ra, = U, 


Opx OPpr “= OP uni 
Faisant k=1,2,...,n, on a » @quations lindaires definissant 
(1) (2) (rn). 
R,, b R;, b ne R\ ’ 


le determinant des coeffieients des inconnues est le diseriminant de S qui 
nest pas nul, comme on le sait. Les coefficients AR &tant caleulds, la 
difference (4.) devient une forme quadratique D, en pi, Pl, ».., p,, et on 
a les identites 
5 CE-— - urzRell)-], 
I N 00 OGa Dun .dt \ Op, OP. 


en vertu desquelles les @quations du mouvement (1.) entrainent celles du 
mouvement (2.) dans lesquelles on ferait 


q 


(6.) 0. = ©, +2 ROP, 


Comme le choix des foncetions 4 et g, est arbitraire, on peut, d’une infinitd 
de manieres, faire correspondre & tout mouvement de l’un des systemes, 
sous l’action de forces dependant des positions et des vitesses, un mouve- 
ment analogue de l'autre. 


2. Partieularisons maintenant le probleme, et cherchons si, & tout 
mouvement du premier systeme sous l’action de forces ne dependant que 
de la position du systeme, on peut faire correspondre un mouvement ana- 
logue du second. Pour cela, il faut et il suffit que, les quantites P, etant 
des fonetions quelconques de P,, Ps, -. +, P„, les quantites Q, definies par 
les equations (6.) soient des fonetions de q,, 9, -:., q„ et non des derivees 
de ces parametres. Done, il faut et il suffit que la transformation (3.) 
soit particularisee par les conditions 


(7.) u ae... Be 


n 


Comme nous voulons que ces conditions soient remplies pour tous les 
mouvements possibles du systeme sous l’action de forces ne dependant que 
de la position, il faut que les &quations (7.) aient lieu quels que soient 


' 


Pis Ps», P,, pPuisque les conditions initiales permettent de prendre ces 
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derivdes arbitrairement. ÜOes conditions (7.), dont les premiers membres 
sont des formes quadratiques en p,, Ps, -.., P,, Se partageront alors en un 
nombre plus grand d’equations definissant les fonetions 9, Par ..., P„ et 
, en fonetion de Pı, Pay ».., Pu. es equations seront, en general, trop 
nombreuses; de sorte quw’on ne pourra realiser la transformation que si 
certaines relations de condition ont lieu entre les coefficients a,, et b,, des 
deux formes S et T. 

Lorsque cette transformation particuliere existe, en supposant P,, 
P;, ..., P, nuls, on trouve d’apres (6.) et en vertu de (7.), que Q,, 
O5, ..., Q, sont nuls aussi. Done si la transformation existe, elle doit faire 
correspondre, ü un mouvement du premier systeme quand aucune force n’agit 
sur lui, un mouvement analogue du deuxieme. En un mot la transformation 
doit conserver les mouvements geodesiques. 

On se trouve ainsi amene A une question qui a ete etudiee par 
MM. Beltrami, Lipschitz, Dini dans leurs travaux sur les formes quadratiques 
de differentielles et par M. S. Lie. 

Ce theoreme annonce comme probable, a la suite d’une remarque de 
M. Goursat, dans un article sur Ühomographie en mecanique publie dans le 
tome XII de l’American Journal, se trouve demontre tres-sommairement 
dans une Note que nous avons inseree recemment au Bulletin de la Societe 
mathematique de France (t. XX, Seance du 16 mars 1892). Dans des Notes 
plus recentes encore, M. Painleve (Comptes Rendus des Seances de l’Academie 
des Sciences de Paris, 11 avril et 23 mai 1892) a demontre ce m&me 
theoreme A cÖöte de plusieurs propositions qui nous paraissent des plus 
dignes d’attention et qu'il faut rapprocher de plusieurs Notes de M. AR. Liouwville 
(Comptes Rendus 6 avril 1891, 25 avril et 23 mai 1892). 

Il peut arriver que, pour un systeme determine, la seule transformation 
rcalisant les conditions indiquees soit celle de M. Stäckel accompagnee 
d’une transformation dt = Cdt,, C €tant une constante reelle ou purement 
imaginaire: mais, pour des systemes speciaux, il en existe d’autres. 

Par exemple, pour des points materiels libres, on peut employer une 
transformation homographique (Comptes Rendus t. 108, 1889); pour un 
point mobile sur une sphere, on peut employer une transformation par 
projeetion centrale sur un plan (American Journal t. XIII). Enfin, comme 
l’a montre M. Dautheville, (Comptes Rendus t. 111, 1890 et Annales de 
l’Eeole Normale Superieure t. 7, 1890) on peut transformer le mouve- 
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ment d’un point sur une surface A courbure totale eonstante en un mouve- 
ment plan (ce qui correspond A un theoreme de M. Beltrami), et plus 
generalement on peut transformer le mouvement d’un point sur une surface 
en un mouvement d’un point sur une autre surface (non applicable), si la 
premiere surface satisfait aux conditions trouvees par M. Dini pour que les 
lignes geodesiques se correspondent. 

Pour terminer le resume des recherches faites sur les methodes de 
transformation en me&canique, eitons larticle de M. Bertrand sur la similitude 
en me&canique (Journal de l’Eeole polytechnique, 1848), une Note de M. 
Goursat (Comptes Rendus t. 108, p. 446), une Note de M. Darboux (Ibid. 
p. 449), et une Note sur linterpretation des vaieurs imaginaires du temps 
que nous avons publiee dans le tome 87 des Comptes Rendus. 
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Zerfällung der lemniskatischen Theilungsgleichung 
in vier Factoren. 
(Von Herrn K. Schwering in Düren.) 


$1. 


In einer früheren Abhandlung*) habe ich Methoden angegeben, die 
Multiplieationsformeln der lemniskatischen Function zu .ılden. Eine dieser 
Methoden scheint darum besondere Beachtung zu verdienen, weil sie dem 
Schlusse der vollständigen Induction Zugang verschafft. Bevor wir also 
zum eigentlichen Gegenstande vorliegenden Aufsatzes übergehen, mag diese 
Methode eine von der früheren Arbeit unabhängige Darstellung finden. 

Sei 7 eine ungerade ganze complexe Zahl von der Form a+bi, 
x = sinama, so Ist: 
2er. 

x@) 
Die beiden Funetionen p und % enthalten die Lösung des Multiplications- 
problems. Zwischen denselben besteht die Gleichung 


(2.) 1a) = ao), 


(1.) sinam(nu) = x 


+ 


wo | 

4du+l=gqg=nn =N(n). 
Nach allgemein angenommener Bezeichnung ist N(n) die Norm von n; n 
die zu 7 gehörende conjugirte Zahl. Die Richtigkeit der Gleichung (2.) 
ersieht man aus dem Aufsatze von ©. @. J. Jacobi, Ges. Werke Bd. I S. 266 
und in sehr klarer Darstellung aus dem Aufsatze Kroneckers: Zur Theorie 
der elliptischen Functionen, Sitzungsbericht vom 29. September 1886. 
Die complexe Zahl 7) setzen wir ferner als primär voraus, d.h. 

n = 4k+1+4Ki, | 
oder 


n = Ak+3+(4K'+2)i. 


*) Dieses Journal Bd. 107 S. 196 ff. 
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Nun ergiebt sich durch Anwendung des Additionstheorems der lemniskatischen 


Function, welches lautet: 


zyl—y'+yyl—ır* 


‘ 2 La\ a 
(3.) sinam(a-+®) 1 Fa’? 


x = sinama, y= sinamo, 
alsbald die Richtigkeit der Gleichung: 


I+nı i+n 


sinam — u +isinam — — u 
(4.) sinam(mu) = ——  imrestge re -sinama. 
De l+n . +N 
isinam — —— —- u+sinam —— u 
1-+i pt 


Ersetzt man « durch (1-+i)e und erwägt, dass nach dem Additionstheorem 


zyl-—r' . 
— =(l+Hi 
1-2 “ Yl-ir' 


dass ferner für die lemniskatische Funetion 


An 


sinam(1-+i)u = (1-Hi) 


sinam (wi) = i.sinama 
ist, so geht (4.) nach unbedeutender Rechnung in eine Identität über. 
Jetzt sind zwei Fälle zu unterscheiden: 
Erster Fall: n= 4k+1+4K'i. 
Wir setzen 


1 Y ‘ ! ' IN» 
=, = 2-2 + Oh 2K)i 
(5.) 
ı+n EN 
— —__ — 11 9.12% 1.(DE— DI 
0 1+i 1 2k | 2h 2h 2k)i. 





Dann sind die ungeraden Zahlen oe und o beide primär, weil 24—2% und 
2k-+2%' dieselbe Form (mod. 4) haben. Jetzt fügen wir den Functionen 
und % die Indices o, o, n bei nach folgender Bezeichnungserklärung: 


Pn. 


sinam(na) = x : 


‚Dann können wir die Argumente weglassen, und wir finden aus (4.): 


(I+)p, = Ve-Aott-PoLe; 

(+97, = d.poKHot Po%o- 

Diese Gleichungen sind wahre Multiplicationsgleichungen. Denn o und o haben 
jedes eine kleinere Norm als 7, weil 


N(@)+N(0) = 14-N0n). 


(6.) 
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Sind also die Functionen @,, Pos Ze; X, bekannt, so kann man Y, und %, 
berechnen. Ja, es genügt schon die Kenntniss von 9, und 9, allein, wenn 
man (2.) hinzunimmt; und umgekehrt kann man (2.) durch vollständige In- 
duetion aus (6.) ableiten. 

Zweiter Fall: n= 4k+3+(4K'+2)i. 


Wir setzen: 


ER. ar — —1-2k+ 2b (24 2k-+2K))i, 
(9*.) w 
+ ’ 21. . 
in Erg — —3—2k— 26 (2 —2h)i; 





oe und o sind wieder ungerade und primär, und man erhält: 

(-I1+0)p, ee PoXattPoKes 

(149%, kung ipoKotPoLo: 

Die Formeln (6.) und (6'.) setzen uns in den Stand, für jede ungerade 


Zahl n die Multiplieationsformeln und besonders die Theilungsgleichung der 
lemniskatischen Funetion aufzustellen: 


(6%) 


p, =. 
Nicht immer erhalten wir so die beste Methode zur »umerischen Kechnung, 
da die Division mit 1+: ein lästiger Umstand bleibt. So findet man für 
k=k|=0 aus (6‘.) 

— lH )p,, = (at1-2) 1462-329) + (a +62) (1+2)r). 
Die Hauptbedeutung unserer beiden Formeln liegt aber auch anderswo. 
Um dieselbe gleich an einem Beispiele hervortreten zu lassen, behaupten 
wir die Richtigkeit des folgenden Lehrsatzes: 

„Ersetzt man in g(z”) und x(z*) das Argument z* durch z+1, so 
erhält man: 
(v@-+1) = (2). + (am + (a m2 + +2, 
lx(+1) = 2.m +2) "nz + (Mn? + 4n2#, 
wo 4u+l=N(n)=g; my, Mm, My, ...5 %ı, Ro, ... ganze Zahlen sind.“ 
Angenommen, der Satz sei für 0, o richtig. Sei 


PPETE YORE > VRR. mei iin 


(7) 


\ 


un 
arena ntrite 
also: +4 = u. 


Bildet man nun die Gleichungen (7.) für g,, $s> X,> X. und multiplieirt 


en 
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sie in der durch die Gleichung (6.) geforderten Art, so findet man, dass 
die Gleichungen (7.) allgemein richtig sind. Man erhält z. B. für das von 
3 freie Glied, indem man die betreffenden m und » durch Doppelindices 
unterscheidet: | 
(25) (mM, + Ü.M,,-10,0); 
also nach Division mit 1+-© im Ausdruck für ,: 
(2) My. Mo} 
was zu beweisen war. Ebenso liefert die Multiplieation für das Glied mit z: 
(2) (m. tm, M,.)(l+ 8), 
was zu beweisen war. Das höchste Glied in z, wird == 3“ multi- 
plieirt mit 
i04-0 
IH —% 
was zu beweisen war. Der Satz ist also allgemein bewiesen. Es ist 
g) = Ar. pet, 
wie wir in der früheren Abhandlung bewiesen haben *). 
Bezeichnen wir die Wurzeln der /emniskatischen Theilungsgleichung 


y(z*) = 0 
durch 2=y, so kann man den obigen Satz auch folgendermassen aus- 
sprechen: 


Jede homogene symmetrische Function mter Ordnung der Grössen y;—1 


oder . —1 hat den Theiler (2i)". 


Setzen wir in (7.) 3 = 2wi, so erhalten wir aus der Theilungsgleichung 
die folgende: 
u +m, u + tm a +") = 0, 
Diese Gleichung zeigt, dass die Norm der (Grössen « die negative oder 
positive Einheit ist. Also ist v nach Kroneckers Bezeichnung eine (complexe) 
Einheit. Wir haben also den Satz: 


Ist y eine Wurzel der lemniskatischen Theilungsgleichung, so ist 
1— pP ” * [2 
- ar eine Einheit. 


-_ 





Für n„=-—3, u=2 lautet die T'heilungsgleichung 
+62 —-3 = (0. 
Es ist „= —3+2Y3 und 2—Y3 eine Einheit. 





*) Dieses Journal Bd. 107 S. 219, Gleichung (66.). 
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Ein anderer bemerkenswerther Satz ergiebt sich durch die Annahme 

x = z—1. Man beweist ihn durch vollständige Induetion. Er ist in den 
beiden Gleichungen enthalten: 
(9,8 -1) = HC LAT. m + lH m 3’ + +2", 
| 4% -D) = 19H LAN TI nz ++ In’ + + nz“. 
Die Uoeffieienten sind wieder ganze Zahlen, welche mit Potenzen von 
(1+)° multiplieirt sind. 

Man kann aus der Theorie der Kreistheilung wohl auf manches hin- 
weisen, was diesen Sätzen aus der Lemniskatentheilung zur Seite steht. 
Etwas genau entsprechendes existirt aber nicht. Die Wichtigkeit dieser 
Sätze kann erst an späterer Stelle hervortreten. 


Fe. " 
=] 
u 


$2. 

Wenden wir uns nun der Zerfällung der Theilungsgleichung zu. 
Theoretisch ist dieselbe schon von Eisenstein*) gelehrt worden. Wir können 
daher in dieser Beziehung uns grösster Kürze befleissen und den Leser 
auf die Eisensteinsche Arbeit verweisen. Nur einige Andeutungen dürfen 
wir nicht unterdrücken, da ihr Gegenstand den Ausgangspunkt unserer 
eigenen Untersuchungen bildet. 

Eisenstein geht von einem Satze aus, den man etwa so wiedergeben 
kann: „Hat die ganzzahlige Gleichung 

a" ta a" +2" + ta, = 0 
die Eigenschaft, dass irgend eine ganze Function ihrer Wurzeln 
Pi, Bar 20 u) 

einen rationalen Werth hat, so ist dieser Werth immer eine ganze Zahl.“ 
Den Beweis führt Eisenstein dadurch, dass er alle »! Vertauschungen der x 
vornimmt und diejenige Gleichung bildet, deren Wurzeln die verschiedenen 
so entstehenden Werthe der Function F sind. Die Coefficienten dieser 
Gleichung sind nun als ganze symmetrische Functionen sämmtlicher x ganze 
Zahlen und darum kann diese Gleichung, wenn sie rationale Wurzeln hat, 
nur ganzzahlige Wurzeln haben. — Wir werden den Satz häufig als Eisen- 
steinschen Satz anführen. Er ist von grosser Bedeutung. 


*) Dieses Journal Bd. 39 S. 160 ft. 
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Man kann nun die theoretische Zerfällung kurz folgendermassen dar- 
stellen. Sei g primitive Wurzel (mod.n), g“ = i(mod.n), 


K=- ar. 
yi—ı* I 


1# 


dann sind die Wurzeln der Theiluneseleichune: 
oo» > 
4g"K 
/„n = Sinam - . (n=0, 1,2, 2... gl). 
fj 


Eisenstein setzt dann 


u v(g"K) 


W, = (2-v(K))(e-y(g’K))...(e-w(g’"K)), 
W, = (-v(gK))(2—-v(g’K))...(e-w(g’"K)), 


und bildet 


i : . .. WW, n 
Es zeigt sich, dass W,+W, sowie '—— eyklische ganze Funetionen 
Yn | 
der Wurzeln, also ganze Zahlen sind, und somit hat man die Zerfällung 
4 2 q? 
(8.) pa) = Y—nZ, 


wo Y und Z ganze Functionen sind, welche höchstens den Nenner 2 ent- 
halten. Allein Eisenstein hat bereits erkannt, dass dieser Nenner in Wirk- 
lichkeit nicht auftritt, obschon er den Beweis für diese Behauptung nicht 
mittheilt*). Wir werden den Beweis weiter unten führen und dann auf die 
Sache näher eingehen. 

Um die zweite Zerlegung in eier Faetoren zu bewirken, theilen wir 
die Grössen g"K in vier Klassen nach den vier Formen 

n = 4h; 4h+1; 4h+2; 4h-+3; 
und erkennen dann die Möglichkeit, y(x*) in vier Thheiler von der Form 
zu zerlegen: 
4 4 
A+BVYn+CYn-+DYn). 

A, B, C, D sind entweder ganzzahlig oder mit dem Nenner 2 behaftet. 


Auch kann eine achte Wurzel der Einheit als Factor auftreten. 
Jetzt unterscheiden wir zwei Fälle: 


1) q=d3m+5; 2) g=8&mHl. 


Im ersten Falle ist «= 2m+1, also ö ein quadratischer Nichtrest. Wenn 





*) Herr Bachmann setzt in seinem Aufsatze, Mathem. Annalen Bd. 16 S, 545 aus- 
drücklich den Nenner 2 voraus. 
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nun 7, eine Wurzel der lemniskatischen Theilungsgleichung ist und » eine 
durch 4 theilbare Zahl, so gehören die 
Yn» Yn!; —Yn3 —y.0 
vier verschiedenen Klassen an, und die theoretische Zerlegung der Gleichung 
plz") = U ist einfach folgende: 
Erste Zerlegung. 
) ea We@ N)... @ ra) 
2) (+ le +yı) .- - (a +Ya-ı)- 
Zweite Zerlegung. 


) ay)ye=y)..- a Yan): 

2) ty )latyı).. @4tYanı): 

3) ed). Er) 

I) rer) tu). 
Zur praktischen Zerfällung wäre für die erste nun zunächst zu bilden: 

u = Ytyıt+Yu-i 

Durch Quadrirung erhält man in s, erstens die Summe der vierten Potenzen. 
also eine ganze Zahl. Ferner erhält man eyklische Functionen von der Form 


Ayyı ty + tYaıy)- 

yı kann man als rationale Function von y, darstellen mit Hülfe des 
Multiplicationstheorems; und zwar erscheint dabei eine rationale Function 
von y; multiplieirt mit y,. Daher wird der Klammerausdruck eine symme- 
trische Function der Y, Yıh » ++, Yu, also eine rationale Zahl. Da er nun 
in der ursprünglichen Form eine ganze ganzzahlige Function der Wurzeln 
ist, so ist er nach dem Eisensteinschen Satze eine ganze Zahl, also s, die 
Wurzel aus einer ganzen Zahl. Betrachten wir nun den Ausdruck 

„.tnt+t+r%-ı 

rin 





. 
’ 


so finden wir durch die entsprechenden Schlüsse, dass dieser Ausdruck eine 
symmetrische Funetion der y* ist. Da nun der Nenner den Werth öYn hat, 
wie Eisenstein a. a. O. beweist, so sieht man endlich, dass s, den Werth 


mYn mit ganzzahligem m hat. Diese Schlüsse gelten nicht bloss für s.,, 
sondern für die symmetrischen Funetionen der Wurzeln Yu, Yır -+ +, Ya-ı 
überhaupt, sobald diese Wurzelfunetionen ganz und ganzzahlig sind. Wir 











N ERSNENETET 








ne r 0 Dal ae Er ERTAE? ER 
PETER RTEEENERN1R WON CS RACE PERET ER wre) 





re 






ET ae; FREIEN . 
a a 5 EEE 





 E 








a Baia Fa 








BETTEN IR“ 





ERSTELLER REEL NETTE 





Schwering, Zerfällung der lemniskatischen Theilungsgleichung in vier Factoren. 49 


können daher über die von Eisenstein aufgestellte Behauptung hinausgehend 
schliessen: 

„Ist 7 eine eomplexe ungerade Primzahl und N(n) von der Form 
8m+5, so sind nicht bloss die beiden Funetionen Y und Z, welche bei der 
ersten Zerlegung auftreten, sondern auch die bei der zweiten Zerlegung 
erscheinenden A, B, C, D ganze Zahlen, ohne die Nenner 2, bezw. 4. 

Zur wirklichen Darstellung der Funetionen Y und Z gelangen wir 
nun folgendermassen. 

Wir setzen: 


Y 2’ (2 +0,nc" "+ 0,1 er... en). 


Z _- Ba" +ß,0#" "44, ati. 


I 


i 


Hierzu bemerken wir, dass in Y jeder Coeffieient mit Ausnahme des ersten 
den Factor 7 haben muss, weil sonst die Gleichung 


(A.) Y’—nZ2 = g(a°) 


nicht bestehen könnte. In Y(x*) hat nämlich jeder Coeffieient den Factor n,, 
wie wir in unserer früheren Abhandlung*) gezeigt haben. Uebrigens 
kann man es auch in der für s, oben durchgeführten Schlussweise zeigen. 

Wir haben also 2m Gleichungen mit 2m Unbekannten «,, &, ..., &,; 
Pis Par ++, A. vor uns. Die directe Auflösung dieses Systems wird nie- 
mand versuchen. Im Falle des Gelingens würden sich eine Menge Neben- 
lösungen einstellen. Diese Auflösung kann nun völlig eindeutig ersetzt 
werden durch ein System von Üongruenzen. 

Schon Legendre hat für die entsprechende Aufgabe der Kreistheilung 
den Gedanken gehabt, Congruenzen zur Lösung zu verwenden. Er ent- 
wickelt, um Y für die Gleichung 

* We. = Y’+nZ 
z—]1 
n—1 
zu bestimmen, 2(z2—1)” und nimmt statt der Coeffiecienten ihre kleinsten 
Reste (mod.n). Jacobi wies ihm nach, dass dies Verfahren fehlerhaft sei **), 
und er ist, durch diese Bemerkung eingeschüchtert, nicht wieder darauf zurück- 
gekommen. Und doch bedarf das Verfahren nur einer kleinen Abänderung, 





*) Dieses Journal Bd. 107 S. 207; Ende des $ 4. 
**) Siehe Jacobis Ges. Werke, Bd. I. S. 453, Briefwechsel. 


Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 1. 


=] 
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um sogar für die viel schwierigere Aufgabe, welche uns hier beschäftigt, 
vollkommen auszureichen. 

Gauss hat in seinem klassischen Werke über die biquadratischen 
teste den Begriff der n»umerisch kleinsten complexen Zahl aufgestellt. 
Wir benutzen diesen Begriff, um eine gegebene complexe Zahl nach Potenzen 
des Moduls n zu entwickeln. Mei A die Zahl. Wir bestimmen ihren 


i i A—r 
kleinsten Rest r, (mod.r7) und den Quotienten u = q,; alsdann 


bilden wir wieder q, =r, (mod.7), wo r, wieder den kleinsten Rest 


. —— a “ [2 
bezeichnet, alsdanın = -?Z= usw. Als Beispiel nehmen wir den 


17 
stärksten numerischen Coefficienten in g;_,, 7 = T7—2i, welcher ist: 
A = —217796— 131480:. 
Man findet r, = 0, also 
A = —(23804+255840)n, 
23804425584: = —3+3:+(2 179 +4 27707, 
2179+ 4277i = 3+(126+647;)n, 
126+ 647% = 2+:+{(-8+900)n, 
—8+ 90: = —4—-2i+(—-4+12:)n, 
—4t 12: = 14 3:+(—1+Ü)n. 
Folglich: 

—A = (-34+3dn7+37+ a + - Adi +14) n. 
Jede eomplexe Zahl kann nur auf eine einzige Art nach Potenzen eines 
Moduls entwickelt werden, wenn wir den Üoeffieienten immer die numerisch 
kleinsten Werthe ertheilen. Wir haben hier ein Entsprechendes zum deka- 
dischen Zahlensystem aus der Theorie der complexen Grössen vor uns, 
und dieser Gedanke führt uns ans Ziel, wie wir jetzt sehen werden. 


Bezeichnen wir die Coefficienten von Y(x*) wie gewöhnlich durch 
a und schreiben: 


ya) = at tat" +Rac "+ +0,24, 
so erhalten wir nach Gleichung (\(.) 


ae 1 
—2/,i+0a,n = 7 


. > 1 
v2 init hm)F+ 20, @n-ın = n Ad u-2; 
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Fassen wir dieselben als Congruenzen (mod.n), so bestimmen die ersten m 
eindeutig die kleinsten Reste der /,, Pu-1, »... Au Die Werthe der « sind 
hierbei ohne Einfluss, da alle Glieder, in welehen sie auftreten, den Faetor 
n haben. Die (m+1)te Congruenz, welche durch die Betrachtung des 
Coefficienten von xz"”"** gewonnen wird, bestimmt eindeutig den kleinsten 
Rest von «, (Mnod.n). Denn «,, ist allein von allen « nicht mit n7 multipli- 
eirt und erscheint in erster Potenz. Ebenso bestimmt die folgende Uon- 
gruenz &„_, U. 8. w., bis endlich alle kleinsten Reste der « und $ bestimmt 


sind. Bezeichnen wir sie durch «@' und ?’' und setzen: 
0o.=0,+n0,, B=P+nß,; 
so erhalten wir nach Abtrennung des Factors 7 ein neues System von 
derselben Form wie das vorige, mit den Unbekannten «’ und ?” und mit 
bedeutend kleineren Zahlgrössen, da eine Division durch 7 vorausgegangen 
ist. Sind die Grössen «@’ und ?” noch verschieden von ihren kleinsten 
Resten (mod.n), so ist eine erneute Rechnung erforderlich. In den von mir 
berechneten Beispielen war diese dritte Rechnung nur bei 7 = 7—2i, also 
q=53, u=13 erforderlich und zwar nur bei einigen Coeffieienten. Das 
Verfahren muss einmal zu Ende gehen, weil die Entwicklung der « und 
nach Potenzen von n in der oben gelehrten Art nur auf eine Weise ge- 
schehen kann. 
1) Zahlenbeispiel. 7 =3+2%, q=15, u=3. 
In diesem Falle ist 
ton) net) = +14) + Al 2ineH+n. 
Daher die Gleichungen 
—2Piitain=1-2; 2a, Pi = —1+. 

Löst man sie als Congruenzen, so folgt: 

PA, =2% (mod.n),, ©, =1 (mod.n). 
Für die zweite Rechnung ist der Modul nicht 7, sondern 7‘. Es wird 

PB = 2—i (mod.()); 1 (mod.(r?)). 

Aber dies sind bereits die genauen Werthe, und es ist: 

Y=2#+3+2W:)0,; Z=eitlhß—iü)er. 

2) Zahlenbeispiel. 7= 17-2, q=53, u=]13. 

Es ist die Theilungsgleichung = 0 und 


2 ı - 4 
y(z*) = x +a,2"+ax +45, 
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wo: 
a, = 99 -210i, 
a, = 70+1464;, 


a, = —19558+76i, 
a, = 51075+31608;, 
a, = —92479— 137 726i, 


a, = 188708+177648:, 
a; = —217796—131480i, 
a, = 51639-+50 224;, 

62 709-+1042:, 

= —29258—3240i, 

4, = 4874+2060;, 
—91-+344i, 


dı3 == 1-—-2i. 


SR 
\ 


- 
_ 
— 


kr 
I 


Jetzt setzen wir 
Y . a" + na” + na" +. +ana”, 
Z = Bette" +Be" ++ Aset Hi 
und finden durch die erste Rechnung (mod.(n)): 
A=bi, el, Bei, =H%i, , = 345, = 5-i. 


e 22 —2—12i, = —2i, 0 = — +1, 4u=—i 1, ,= ii, u. = —1+2i. 


) 


Dann durch die zweite Rechnung (mod.(7?)): 
Peıh, Pet, = —1+2%, P,=16-%, = -1047i, 
DM ZE —32-+2i; 
av z—-1l23i, 8 =9I-0, = —-l, = 2-23, = —3+2%, 

ve —1-+2i. 

Die dritte Rechnung ergiebt (mod.(7’)), wo 7° = 259—286:: 

Azedi, = 32482, = 19242, A, —4386i, 
A =19+13lk, = —-32+2; 
z=—2-12, % = 9-0, 0; = 844120, = -115+54, 
,=14-4, = —1+t2i. 
Aber diese Werthe sind bereits genau. Sie genügen nicht nur den Con- 
gruenzen, sondern auch den Gleichungen. Man hat also in diesem Falle: 
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n=1-2i, qg=55, u=13: 
Y= a” +n{(-2—-12)2”+(9—-50:)2+(844+1200) 8" 
+(-115+54) 2" + (14-44) 2" + (— 1420) 2}; 
Z = +5i.2”+(32482)2”+(—-192 +23) 2" — 4365.80" 
+(192+131)2°+(—32+2i) 2’+i. 
Man kann die Lösung der Congruenzen (mod.n) kurz auch so schreiben: 


Zi= |1+ Dr ae = +...) (mod.n). 








N 
Da wir nun in unserer früheren Abhandlung*) bewiesen haben, dass 
Ar —_ 1.3.5...@r-l), 1 
„ = TEE...) Fr (mod.n), 


ist, so kann man die Reste der $ sogar in geschlossener Form angeben. 
Man findet z. B. 
A 55 (mod.n). 

Die angegebene Methode der Zerlegung durch Lösung von Congruenzen ist von 
mir in einem nicht eben einfachen Beispiele zum Nachweise der Unzerlegbarkeit 
eines Ausdruckes mit Erfolg benutzt worden. Vielleicht lässt sich auf diesem 
Wege für vieleGleichungen ein einfaches Zeichen der Unzerlegbarkeit gewinnen. 

Wenden wir uns nun der zweiten Zerlegung in vier Factoren zu. 
Betrachten wir die Function der Wurzeln: 


HtNnt tra 





I 


Yotı'"Yu— 
so ändert sich dieselbe nicht, wenn y, durch y,i ersetzt wird, falls 
q = 16n-+9 


ist. Denn der Zähler erhält, da y, in y; übergeht, den Factor ö und der Nenner 


ebenfalls: ö* =i"+"=i. Beachtet man nun, dass der Nenner nichts anderes 


RE 
ist als Y—n, dass ferner dieselben Schlüsse für die symmetrischen Functionen 
der 705 Yır +++, Yu entsprechend gezogen werden können, so ergiebt sich, 
wie auch Eisenstein in der genannten Abhandlung gezeigt hat, als allgemeine 
Form der zweiten Zerlegung: 


m -..2 -—1 | 
für g=16n+5; ! =-i, u= — = 4n-+l1: 


4 4 ‘ 
= Bar 2 2 BE Ye -3 | + >, 
| 2’ +p1ex“ Yn+pelma+pe nat + pen 


(9.) | +; 4 ‚PR 
+pE Yna + pe Var + +6) N = 0 


*) Seite 227 Gleichung (86®.). 
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und durch ähnliche Schlüsse 
dos » —1 ‘ . 
für g=16n+13, u= T- =4n+3, ®=i, 
die Zerlegungsgleichung: 


|a+pe/ Par + pe Va + mEeYna+pena 


’/iN 
(10.) | _ FR ._ 
+, Va "+ pe) Tat... Yn — 0. 
Die P, Pr, +, P.„ Sind ganze Zahlen, wie wir schon oben bewiesen haben. 


Zur wirklichen Berechnung ihrer Werthe führt wieder die Congruenzenmethode, 
aber bei weitem schneller. Wir wollen nur den Gang kurz andeuten. Die 
zweite Zerlegungsgleichung hat die Form: 
(A+BVn-+Vn(C+DVn) =. 

Daher hat man nach Multiplieation mit der conjugirten Grösse: 
(A+BYn)’—VYn(C+DVYn)” = Y+VnZ, 

(A’+B’n—-2CDn =], 

| 2AB-C’—D’n = Z. 
Die Coeffieienten von A enthalten mit Ausnahme des einzigen Gliedes x“ 
den Factor n. Daher erhalten wir zuerst durch Auflösung der Congruenzen, 
welche aus der zweiten Gleichung (11.) hervorgehen, den Ausdruck C, dann 
aus den höchsten Potenzen, welche aus A durch das Glied x“ hervorgehen, 


den Ausdruck B. Sei C= C’+nC", B=B-+nB", dann folgt aus der ersten 
Gleichung: 


(11.) 


A’+B"”n—2CDn = Y (mod.(r})). 
Die niedrigsten Potenzen von A enthalten aber alle den Factor 7’, daher 
wird für dieselben nach Division mit 7: 
B"—-2CD = Y (mod.n). 

So gewinnt man D und nun endlich aus den höchsten Gliedern, die aus 
A’ durch Einwirkung von x“ entstehen, auch A. Sind die Congruenzen 
(mod.(n)) gelöst, so beginnt dasselbe Verfahren noch einmal, aber (mod.(r)). 
Wir haben dies oben gelegentlich der ersten Zerlegung hinreichend an- 
gegeben. Nach dieser Methode habe ich die Zerlegung für alle Prim- 
zahlen bis n = 7—2i, qg=53 ausgeführt. Für kleinere Primzahlen hat man 
sofort in den Congruenzlösungen die richtigen Werthe, ganz entsprechend 
der von Legendre für die Kreistheilung beobachteten Erscheinung. 
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Hiermit sind unsere Bemerkungen über die theoretische und praktische 
Zerlegung der lemniskatischen Theilungsgleichung im ersten Falle qg = 8m+5 
erledigt. Gehen wir jetzt zum zweiten Falle über: qy= 8m+1. 


g—1 
4 


Es ist für diesen Fall w=2m, i * =i"=(-—1)". i ist also für 
q = 16n+9 quadratischer Rest, biquadratischer Nichtrest und für q = 16n+1 
sogar biquadratischer Rest. Wenn wir die erste Zerfällung ausführen wollen, 
so wählen wir zunächst diejenigen y, aus, 


ji Eu 4g”K 
m = sınam — n. 


für welche » eine gerade Zahl ist. Unter den so bestimmten g” findet sich 
diesmal die Zahl ©. Folglich gehören jetzt die Wurzeln y,, Yal, —Yas —Y nl 
als Wurzeln einer Zerlegungsgleichung zusammen. Daher wird jetzt die 
erste Zerlegung: 


1) (-)(@' 72). (a Yan-2)) 

2) (a’-yı)(@' 73). (@’-Yin-ı)- 
Die Gleichung Y’—nZ’= g(z*) wird durch folgenden Ansatz mit Hülfe der 
Uongruenzen gelöst: 


4 4m—4 ı Iim—8 ü 
Y= 2"ta,nc”""+on2”""+--+@,n, 


Z = BER + HP. 

Y und Z haben also jetzt gleiche Potenzen von x*. Der höchste Coefficient 
c, ist sofort bestimmbar. Man findet 
be um 2 
Die beiden letzten Coefficienten lösen die Pellsche Gleichung: 

o,n—-Pß,. = 1. 
Wir wollen jetzt zeigen, dass die Coeffieienten « und £ der von Eisenstein 
aufgestellten aber nicht bewiesenen Behauptung gemäss auch in diesem 
zweiten Falle von jedem Nenner freie ganze Zahlen sind. Zu diesem 
Zwecke betrachten wir die beiden Ausdrücke 


Yntrt+tYmtrıtr3ttYn = 4, 

Yytr2t +92 193" Yanı =D. 
Der erste Ausdruck ist symmetrisch und zwar eine ganze Zahl, der zweite 
ist zweiwerthig, sein Quadrat ist eine ganze Zahl, und wie wir schon 


wissen, kann bei der Ausziehung der Wurzel nur die Irrationalität Yn auf- 
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treten. Ersetzen wir jedes y* durch 1-+7*, so erhalten wir nach $ 1 
die Gleichung 3=x°+1 und dadurch eine Gleichung in 3, deren erster 
Coeffiecient durch (1+©)°, der folgende durch (1-+i)° u. s. w. theilbar ist. 
a+2m ist also durch (1+)°, folglich sicher durch 2 theilbar. Betrachten 
wir 5°, so erscheint dasselbe in der Form 
(a+ 2m)’ AEL+A)EIHz), 

ist also mindestens durch 4 theilbar. a und 5 sind folglich gerade Zahlen, 
und somit ist 


9 % “ r E27 
wtr-t + Yin un an+PpıVn 
frei von jedem Nenner. Hier ist der Weg deutlich gezeigt, den man ein- 
zuschlagen hat, um den Beweis für jedes « und ? zu erhalten. Der Be- 
weisgrund liegt in der 'T'hatsache, dass jede symmetrische ganzzahlige 
Funetion der Grössen 1+7y* eine gerade Zahl ist. 
Betrachten wir nun die zweite Zerlegung, so haben wir wiederum 
zwei Fälle zu unterscheiden, 
q=16r+1 und g=16n+9. 
4 
\ - 
Im ersteren Falle geht P=Yn = y,Yı...7._' durch Vertauschung von 


y, mit y, in Pi, durch Vertauschung von y, mit % in —P, durch Ver- 
tauschung von x, mit 7 in —Pi über. Also werden die vier Theiler: 


1) A+BYn+C VYn+D in = (a-Yi)lat—yh)... (at -Yi); 
2) A—-BVn+ CiYn— Div = ("+ -y)(a'-y3)... (&—Y3); 


(12.) a 
3) A+BVn—-C Yn-DVY? = (Ya —yı)... (at—yh): 





4) A-BVYn—-CiVYn+DiV? = (-Yi)(@'—Yi)... (e—Yi5N). 
Der Ausdruck Yn ist vierwerthig, aber durch die Festsetzung 


(13.) Yin = iM 
eindeutig bestimmt. Wir wissen aus der allgemeinen Theorie, dass die 
Funetionen A, B, C, D ganz und ganzzahlig sind, bis auf einen Nenner 4. 
Allein es lässt sich zeigen, dass der Nenner 4 nicht erscheint. Zur Be- 
stimmung der Funetion A z. B. müssen wir die obigen vier Zerlegungs- 
gleichungen addiren. Dann erhält man rechts eine symmetrische Function 
sämmtlicher y*, von der wir nachzuweisen haben, dass sie durch 4 theilbar 
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ist. Ersetzen wir &—y* durch «°-+1—(1+4y*), so haben alle symmetrischen 
Funetionen von 1+7y* mindestens den Factor (1+)° mit Ausnahme der 
ersten =Z(1-+y*"), von der wir bisher nur wissen, dass sie den Theiler 


(145) hat (vgl. $1). Allein ihr Werth ist 971 79»). Nun muss 
aber „7, da g=16r-+l, die Form haben n= 8%k+1-+4%4'i; und so erkennt 
man alsbald, dass =(1-+7y*) den Theiler 4 hat. — Die Funetionen A sind 


also ganz und ganzzahlig, wenn g=16»+1 ist. Ist 7 eine reelle ungerade 


Primzahl 7 = —p, p=4m+3, so wird E(147') = POPP, 4180 durch 

8 theilbar. In diesem Falle entsteht durch Yr der Multiplieator — ; aber 
y2 

man sieht, dass auch jetzt ganze Zahlen, multiplieirt mit V2 hervorgehen. 

Hiermit ist von den beiden durch qg = 8m-+1 gegebenen Fällen der erste 

erledigt. Für den zweiten q = 16m-+9 ist 


4 #+?2K . 4 4m +2 #r—4m K i 
I — sinam I — . — = Wr_im: 





Yu.42 = Sinam 
Y 


Daher erhalten wir die vier Zerlegungsbestandtheile: 


1) A+BYn+C Yn+D Vh? 


I 


EHE...) 


14, 2) A-Bin+CiYn—-Di/? = (Ya)... (Yun), 


3) A+ BYn—C VYn-D I? = @+E@ HN)... (ty). 





I 


+ 4 
nn en/_ 1/3 2 ? 2 2 2 ) \ 
4) A— BYn—CiYn+DiVn (z+yı)(@°+Y5):--- (24 Yanzı)- 
Zum Verständniss sei nur kurz daran erinnert, dass durch Vertauschung 
von %, mit 7, 


4 
P = Yn = Yofır+/u-ı 
in Pi übergeht. Die A, B sind ungerade Functionen von =’; C und D sind 
Funetionen von x’. Sie sind ganze Functionen und auch ganzzahlig; nur 


dr) 
f 


ist der Nenner 1+:, der bei der Division auftritt, nicht ausgeschlossen. 


$ 3. 
In dem vorstehenden Theile unserer Untersuchungen haben wir neben- 


bei in Kürze die theoretische Zerfällung der lemniskatischen T'heilungs- 
gleichung vorgetragen. Diese Kürze war gerechtfertigt durch den Umstand, 





*) Dieses Journal Bd. 107, S. 208, Gl. (34.). 
Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 1. 
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dass Eisenstein in der von uns angeführten Abhandlung das Erforderliche, 
wenn auch in anderer Darstellung, bereits gelehrt hat. Unsere Hauptabsicht 
war auf andere Dinge gerichtet, nämlich auf die wirkliche Ausführung der 
Zerfällung wit Hülfe der Congruenzen und auf den Nachweis der Ganz- 
zahligkeit für die erste Zerfällung, also für die Functionen Y, Z. Wir 
sahen ferner, dass in den Fällen qg = 16m-+1, 16m+5, 16m+13 auch die 
zweite Zerfällung, also die Funetionen A, B, C, D ganzzahlig sind, und 
für den einzigen Fall qg=16m+9 ein Nenner 1+: auftreten kann. Wir 
wenden uns jetzt zu Untersuchungen, welche noch tiefer in das Wesen be- 
sonders der Functionen Y, Z eindringen. Diese Untersuchungen dürfen ein 
besonderes Interesse beanspruchen, weil die Functionen Y, Z Eigenschaften 
zeigen, zu denen in der Kreistheilung für die dort vorkommenden das 
Analogon fehlt; und auch darum, weil sie zur Lösung der Pellschen Glei- 
ehung führen. 

Wir haben im $ 1 erkannt, dass die Substitution © = z+1 = 2wi+1 
zu einer Gleichung führt, deren Wurzeln Einheiten sind. Jetzt setzen wir 


2 =14+(1+d)w, also u=(l-üdw-+w”. 


Dann entsteht eine Gleichung 2uten Grades, deren Wurzeln auch Einheiten 


sind. Zu jedem z°=y" gehört nun aber ein entsprechendes x’ = —y‘, also 
zu jedem w, ein entsprechendes ®,, in der Art: 
‚= 1H4+-(M4140dw,, 


’ 
7, = 1+(140w,. 


vo So 


Es wird also: 
(15.) vw. +w,.+1l-i = (0. 
Bilden wir nun die Zerlegungsgleichung für den Fall 


q = Sm+5, 


> 


Y+Y72 = (a —-yı)le'—yı).:- (ei) 
so wird gefunden: 
BE Au 
Y+VYnZ = (l1+0"(w-w,)(w—w,)... w—w,_,)- 
Jedes w, kann durch eins derselben, etwa w,, rational dargestellt werden; 


mithin ist die Funetion rechts eine zweiwerthige Function der w. Sie 
ändert sich, wenn man «, durch w; ersetzt. Dann wird: 


Y-VnZ = (14 (w-w)(w—w;)... (w—w,_.) 
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Hieraus folgt nun für -=1, also w = 0 
(15°) 2Y() = - (149 (ww... tw... 1). 
Nun ist aber infolge von (15.) 
(15*.) Iw,+IIw, = IIw,+II(—1-H—w,). 
Bei der Multiplieation entsteht, da rechts /7w, sich weghebt, eine ganze, ganz- 
zahlige Function der vw multiplieirt mit 14. Da diese Wurzelfunetion einen 
rationalen Werth hat, so ist sie nach dem Eisensteinschen Satze eine ganze 
Zahl. Also hat 2Y(1) den Factor (1--)“*. Wir haben also, da für Z 
dasselbe gilt, den Satz: 
Ist q= 85m+5, so werden Y und Z für e=1 ganze Zahlen, welche 
mit dem Factor (1-+i)""" behaftet sind. 
Da nun, vergl. meine frühere Abhandlung, S. 219, Gl. (66.). 
p) = Adria 
ist, so finden wir durch die Annahmen: 
Y1)= (149.1, ZI) = (14H. 
eine Auflösung der Gleichung: 
(16.) En" = (1), 
So ist für g=53, u=13, n = T7—2i: 
Y(1) = 64+5123 = (1) (148%), ZI) = 192 = (1-40). 3;, 
t=148i, s=3i, 
P—nuW = —63+16:4+ (7—2i).9 = —2i. 
Da (16.) nur bestehen kann, wenn entweder f und « beide ungerade sind 


oder beide den Theiler 1+: enthalten, so liefert 


RER Er; 
I+-yYn.u 2i(—1) 
sofort eine Auflösung der Pellschen Gleichung 


(16°.) TH” =1 


Setzen wir z2’=i, so wird @=i, und man findet durch ähnliche Schlüsse 
wie vorhin, dass Y(@) und Z() mindestens den Faetor (1-H)“"" ent- 
halten. Allein es kann ein weit höherer Factor nachgewiesen werden. 
Zu diesem Zwecke greifen wir auf Gleichung (7°) zurück. Setzen wir 
= 3-1=(14)a—1, so wird u eine Einheit. Schreiben wir nun auch 
Q# 
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a’ —=i+(1+48)vo, wo ®=i ist, so wird 
a = (1+(1-De)(l1+o)o+(1+(1-NE)'v. 

Der Coefficient von vo” ist eine Einheit, denn es ist 

A+4Ü1-Je)1-(-Ne) = —1. 
Also ist auch v eine algebraische ganze Grösse, also 

2 —y;, = (148-0); 0 = Zi+(l+8)’(v,+p)), 
Y+V7Z = (14+9)%.II(e—v,)); Y-VnZ = (148) IIo—e)). 

Folglich enthalten die ganzen Zahlen 2Y() und 2Z() für =i, also 


ce =0. mindestens den Theiler 
3u+1 


(1+.)’%+ = (14414) V2) ? ; 
Y, Z also mindestens (1+)3«®, 
In der That findet man für g=53, u=13, n= 1-2, "=i: 
Yd+YnZG) = (1HW)(8+Vn) 
und für g=13, u=3, 7n=3+2i: 
Yo+YnZ@) = AHW’(l+Vn); 
für = 37, u=9 n=—1+6r: 
YO+VYnZzG) = (14 (-2+i-iVn); 
für g=29, u=T1,n=—-5+2:: 
YÖ+YnZG) = (14)°(—-1-2i+Vn). 
Setzen wir jetzt zur Abkürzung 
(17.) va) = Y+VYnZ = (ey) —yı):-- (2 -Yı-n); 
dann erhalten wir 


418) C-Diye-a)=-ve-e) = 4) tr). tr) 


’ a 2iy7 e ’ 
Nun ersetzen wir y, durch er also r durch r-+ind(1-+), da 
sinam(1-H)u — tYenamu 
yl—sin'amu 





dann bleiben (17.) und (18.) ungeändert, wenn 1-+:i quadratischer Rest 
(mod.n) ist. Anderenfalls vertauschen sie sich mit einander. Im ersteren 
Falle erhalten wir: 


v2) = (8-7), 
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also: 





ie \ _ (ana, N@’-r)A+trre) 
En . (1—z*)*.II(1—y#) 


Hieraus In sich die Functionalgleichung: 

u 2i 2u 1 2\ 1-1 
ey) = er (3,0, wem AH) 1 
(19.) Ebenso findet man 

AN u 2i 2 1 + 
d-=) v(-; ui ——)= ur Ag (=; 3° w(x’), wenn (— .) = —l. 
(>) ist das Legendresche Zeichen. 


Mit Hülfe der Gleichungen (19.) kann man durch Coefficienten- 
vergleichung aus den Formeln 


ıY an (a +o,naH” +... +4,n), 
\z = Ba” +2” ++. +ß, ar + 


Beziehungen ableiten, von denen die einfachste ist: 


(1420), na Pit, wenn (= ) = — 





(20.) 


(21.) 





(1-%)e,=ß,ji, wenn ()- 1. 
Für 2’=:i findet sich: 


| 2.) = -.y@d, wenn (IF) = - 
(22.) 





2#,w(—1) = —i“.w’(i), wenn =) =}, 
Setzen wir also zufolge unserer obigen Bezeichnungen: 
y(l) = (14H) (+ Vn.u), 
so folgt, dad =—1, i= (1+i) ist 
wi) = (A+N*!(t+-uVn), wenn = er‘ 

Da nun w(i) = Y()-+YnZ(i) den Factor (146)? -" enthält, so folgt, dass 
2i(t-+uVYn) ein vollständiges Quadrat ist. Nach den früheren Auseinander- 
setzungen kann man setzen 

Ben = (HD +H nu). 
Es ist aber für #=i, = —l, y(—1) = - (14H) 0), folglich 
(23.) un = - (lH, 
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Bisher ist es unentschieden geblieben, ob f£, x und £,, «, den Factor 1-+i 
enthalten können, oder ob beide ungerade sein müssen. Es lässt sich be- 
weisen, dass letzteres der Fall ist. Wir wollen den Beweis nur für £, u 
führen, da er für &,, «, sich ganz ähnlich gestaltet. 

Wir fanden (15°), dass die symmetrische Function der w, auf 
welche es ankommt, überall den Factor 14: 1-i besitzt. Wir setzten 
daher 14: heraus, und die einzige auf diese Weise von 1-+i frei wer- 
dende Function der ® ist dann: 

ZW,WL::: Wu-. 
Dies ist eine zweiwerthige Function. Ist sie gerade, also mit dem Faetor 
1-+i behaftet, so ist auch ihr Quadrat mit 2: behaftet, folglich auch 


und folglich auch wegen y,—1= (1+0)w,;: 


ap FUN...) = rer. 
Nun ist aber p'(1) = 4(26)*.(—1)"""+9(n?+g—2)*). Mithin müsste 
4@+g—2) 
durch 2 theilbar sein. Nun ist 7=4k+3-+(4K-+2)i, g=8m+5, also der 
imaginäre Theil ungerade. Mithin kann 
ZwW, Wu. 

den Factor 1+- nicht enthalten, also ist # und auch a ungerade. Das hier- 
mit festgestellte Ergebniss können wir so aussprechen: 

Ist n eine complexe Primzahl von der Form, dass 


n=4k+3+(4K+2)i, g=8m+5, 
und zerlegt man diejenige Gleichung Y(z*) =, von welcher die Lemniskaten- 
theilung durch n abhängt, in zwei Factoren, so dass man hat: 
Y'—-nZ = y(e‘), 
dann erhält man durch die Annahme x’ =i eine ganzzahlige Lösung der 


(Gleichung 
(23.) un = - lH, 
t, und u, sind beide ungerade. Durch Quadrirung der Lösung 


b-+Vnu, 


*) Diese Bestimmung ergiebt sich aus der Functionalgleichung (83.) der öfter an- 
geführten Abhandlung: Dieses Journal Bd. 107, S. 226. 
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erhält man dann eine Lösung der Gleichung 
(16.) Eu = il)", 


die auch durch die Annahme z=|1 erhalten werden kann. Wiederum sind 


t und u ungerade, und durch eine nochmalige Quadrirung findet man die Lösung 
der Pellschen Gleichung 


T,—nU, = 1. 
Zahlenbeispiel. 7 = —5+2i, q= 29, ind(1+:) = 9 für die primitive 
Wurzel g= 10: 
u= —1-2i, w=1, 
un =+(2+2%) = — (1): 


(uadrirt man, so folgt 
(+ Ynw) = 2ift+uVn) = 2i(3+4+(—2-+i)Vn), 
E—nuW = —2i. 


Hieraus folgt durch nochmalige Quadrirung und Abtrennung des Factors 
2i die Lösung der Pellschen Gleichung: 


T=25+7, U=5(1-2%). 


Ein sehr merkwürdiger Satz lässt sich endlich folgendermassen ab- 


leiten. Sei 
1-+ 
(—#) a: > 


Für «= ja findet sich aus (19.): 


— (2) = Y(I+2)“. is ); 


(2 = YA. pl rn —); 


und daraus folgt: 


et +y(- Er 


Folglich muss die gerade Function Z den Theiler (1+4+2)2’—1 haben. So 
beweist man die beiden Sätze: 


Lan 


Ist q= Sm+5 und — —1, so enthält Z den Theiler (1- '—1; 


ist —)= 1, so enthält Z den Theiler (1-2) x —1. 
In Z hat der Üoefficient 9, entweder den Theiler 14+2i oder 1—2i. 
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Als Zahlenbeispiel diene 
1) q=29, n=—5+2i. 
Z = (+) 1)’ + (248er +1). 
2) q=53, n=7-%. 
Z = (14 —-1)(2+)2” +40 +3)“ 
+(-20+ 66) 2" (1524668) 0° + (34 )at—i). 
Die jetzt beendete Untersuchung betraf den Fall g=8m+5. Wen- 
den wir uns jetzt dem anderen Falle zu, 


q = dSm-+l. 
Hier hat die erste Zerlegungsgleichung die Form: 
(24.) Y+YnZ = (a-yi)(a'—72) ... (ey). 


Setzen wir 
x = 1+2ui, 
vv = 14, 
so wird 
2Y = (A)? ITu-u,)+ lu...) 
und da die symmetrischen Functionen der « ganze Zahlen sind, so folgt 
wie früher, dass Y und Z mindestens den Theiler 


(1+:)% 
erhalten, wenn man x* durch 1+2ui ersetzt. Aber in diesem Falle kann 
man doch noch weiter gehen. Aus der Gleichung 


kann man aus (24.), da u = IT — 2m ist, ableiten: 





(25) Ya)+/nZa) = (ar. 


Yr+ind(1-+i) 
Ist nun ind(1+:) eine gerade Zahl, also 1-+i quadratischer Rest (mod.n), so 
wird einfach 
(26.) Y1) = 2)”, ZAU)=0. 
Ist dagegen 1-+i Nichtrest (mod.n), so wird das Product der Reste, wenn 
Y+VY7Z = 0 
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die aus den Resten entstehende Gleichung ist, VYa„n+Pß,„’Yn, das der Nicht- 


4 


/ s zu ; p : E 
reste-Wurzeln Ya,n—ß,’Yn, also: 


Ya)+YnZCH = ar. ent tD" _ gi 
Y(a„n— AuYn)’ 
da o,n—-P,,=1 ist, s. o. Also hat man: 
(27.) Yı)= (2i)".ß,, ZU) = (2)".o 


Als Zahlenbeispiele mögen dienen: 


m ® 


» CH)=1, q=41, n=5+4; 
Yı)= (2) = 32, ZU) =0. 


2) )=-1, qg=17, n=144i; 


Y1)=16-8, ZU)=—448i. 


\ 


Nehmen wir == —1, so wird nach (24.) 


Y-D+ zZ) = DH MAHM... (47; 


\ 
j 
i / 2m—?2)° 


1-+i i 
Ist nun ( - )= l, so wird wegen 


ai m A-+,). Yir 
T Ver \ ) Y2r+ind(1+4i)» Y2r+2ind (1 Hi) 

Y(-D+V/nZ(—1) = (-1j" 14)". 
also: 


(28.) Y-1) = (-YD”"(14+9)”, Z(-1)=0. 


Ist dagegen (= —1, so wird für = —1 


Y-)+nZ(-1) = (-Dr(l4+D. = (4 


r+1 


Ily:,+ı Ily», 
Nun ist 


ES Fa Fannt Am Yn e Va 
Ve, N a Pin Vn 


ro} 1. 


mi 


\ 
rt 0, } N); 


Hieraus folgt, dass die Quadratwurzel aus /,+o,VYn rational gezogen 


werden kann. Setzt man 


= —141H)o, Z%=—14llHi)e, 
Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 1. 
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so werden die symmetrischen Funetionen der v, nach Gleichung (7°.) ganze 
Zahlen. Also wird 


2Y(—-1), = (-1D”(149”" |0902 . . - Yom-a+ 019: + Ymoıl. 
Mithin kann man sicher sein, dass Y(—1) und auch Z(—1) den Multi- 
plieator (1+4+0)””"" hat. Nehmen wir an, es sei 
Y-D+YnZ(-1) = (149° a+ my), 
wo x und y ganze Zahlen sind. Dann folgt 





z+yVn = %Vß,+a,Vn. 
Diese Annahme ist unstatthaft, wenn man x und y beide als ungerade 
voraussetzt. Durch Quadrirung ergiebt sich nämlich, da f,, «,„ weder beide 
gerade noch beide ungerade sind, ein Widerspruch. Dagegen können x 
und 9 beide den Factor 1-+i haben, ohne dass ein Widerspruch stattfindet. 


Nehmen wir an 
Y-1) = -DPA49"T., 
Z-1) = DAT, 
so folgt: 
(29.) K-nWw = a, 
In unserem Zahlenbeispiel finden wir, 
1) wenn g=41, n=5-+4:: 
Y-D)=—-(1+0", Z-)=0; 
wenn g= 11, n„=1+44, m=2: 
Y—-)=4+12 = (1+H)(-2-i), 
Z(1) = —4-4= (140). 
Da für g= 10, ind(1+)=7 ist, so wird 
2-+Hi)—n = 2. 
Endlieh ist A, = —4+2i, @ „= 1—2i und 


ur 


DV 
I 


V_4+2i+(l-2)Vn = Zuge 
Der Nenner 1-+i tritt also wirklich auf; und somit kann Y(—1) und Z(—1) 
allgemein keine höhere Potenz von 1-+i enthalten als die oben gefundene 
(3m —1)te. 

Wir haben also folgende Sätze: 
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Ist 14: quadratischer Rest (mod.n) und q= 8m-+1, so hat Z den Theiler 
)e*—1)(2*-+1). 
Ist 1-+i quadratischer Nichtrest (mod.n), q = 8m-+1, so liefern Y(—1) 
und Z(—1) eine Auflösung der Gleichung: 
Km = ie, 
Y(1) und Z(1) eine solche der Pellschen Gleichung. Zwischen beiden besteht 
die Beziehung, dass die erstere durch Quadrirung die letztere ergiebt. 
.. .; 
(1-yr)’ ' 
wg 4 dr 1 
Y+YnZ = IT, (x*+ a): wenn ( ) =]: 
u j 4y3, I+\ _ 
Y- l nZ = N,(« + Ay) ) wenn ( r -) = —l, 
Wir erhalten also im ersten Falle: 


Ersetzt man in (24.) y; durch Y},nac4n = so wird 


m—1 

Mr N,&—ys)A1—r:2‘) 

m—1 4z* ar 

Da +74) u he en 
1-3" 77 A-rh)° 


Nun ist 77(1—-75,) = Y(1)+YnZ(1) = (2i)", also: 
en 4z" 4 un 4 
a-8y".,la+r) = DE NA): 
setzen wir nun 3’ = 1—2i, so wird 


2” = ,(1-4-2974). 





Die rechte Seite ist nichts anderes als Y(—-)+ 1 z(— ) vervielfacht 


mit (1—25)”", der Werth rational, also Z=0. Dasselbe ergiebt sich für 
3‘ — 14+2i, und daher der sehr merkwürdige Satz: 





It q=®m+1, ()- 1, so enthält Z die Theiler: 


1-2, 4a, 1-(1-2)r, 1-(14+2:)*. 
Als Zahlenbeispiel wählen wir 
n=54+4, q=4l, 
Zz = iM + A-) IHN) I- 1-1 (142) 2). 
Z ist also, allein durch unseren Satz, völlig gegeben. Dasselbe 


fast findet statt für g= 49, n = —7, wie am Schlusse unserer Abhandlung 
angegeben ist. 


9* 
















Schwering, Zerfällung der lemniskatischen Theilungsgleichung in vier Factoren. 





Im zweiten Falle, —)- — —1, erhält man: 
n, @'r3)1— 73,3‘) 
y: n— m 42 ı 
due 2") a DACTE ur +) = 4”. — m—1 “er... maııa rn 
n,A=r3)" 


Hier ist, wie wir oben (Gleichung (27.)) fanden: 
m—1 4 2) D.Nın a 
Il, (1-72) -. (22) (Pi r Om In). 


Setzen wir nın = 1-2i, so wird 


Say 2 gm _ AA-23-73)1— (207%) 
( 1) (P„+4,Vn) .4 ee) II1—2i—y},+ı) ’ 


r=d, 1, ..., m-l; wie immer. 





Nun ist 
N (A-23—-y,)(1-2i—- 73) = p(l1-2%) = (-”".i", 
wenn n = i' (mod(—1-+2%)), 
folglich 
Atari) 
Endlich ist 


y3, an. -+ 2i ah Yr+ind—1+%) h 
i+f— 1+2)y Y2r 


Hieraus folgt: 


4" | ( Int 0, ‚Yn). II 1+2i) — IIl— 2i—y: Y,) . 


Ist nun ind(—1+2i) gerade, also —1-+2i quadratischer Rest (mod.n), so wird 


42°" (2, +0,VYn) = I1-2i-y,). 
In diesem Falle ist % nach dem quadratischen Reeiprocitätsgesetz eine 
gerade Zahl und, da 

YA1-2)+1VnZ(1-2%) = M(1-2i-y},) 
sanzzahlig ist, so geht aus (B„+«,Vn)” die Kubikwurzel rational heraus; der 


Nenner kann höchstens eine Potenz von 1-+# sein. 
Ist ind (—1+2:) ungerade, so wird 


4” .°.(B,+0,/n)(Pn—a,/n% = HA-3i-Y},), 


also unterscheidet sich 


YA1-23)+YnZ(1- 2%) 





rin in en ag re ee ie n EN 
ERLERNTE RN 




















m PEN, ira dee 
RR ER 


Nee 

















x er h EN a a = RER NERR? 


Schwering, Zerfällung der lemniskatischen Theilungsgleichung in vier Factoren. 


in diesem Falle nur durch einen Multiplicator von 
Y(—-1)+Vn7Z2(—1). 


So ist fürg= 17, n= 144 
Ya1-W2)+Y7Z(1-2%) = i(l+0’(-2-i+4Vn), 
Y-1)+/nZ(-1) = (14)°(-2-i+Vn). 
Man kann durch vollständige Induction beweisen, dass durch die Annahme 
ı* = 1+2i+z 
die Form ertheilt wird: # = n mod.(1+2i)) 
y(1+2i+z) = (1). +m (++ + 2%, 
x1+2+2) = 14)" +n 140)" 24. +4n2“. 
Setzt man also 3=4u, so ist » noch eine ganze (srösse. Hieraus kann 
man nun wieder ähnliche Schlüsse ziehen wie oben. Es wird 
z* = 1+2i+4u, y,= 1+2i+44u,, 
Y+Vn7Z = 4"(u—w)(u— u)... (W—%,._2)- 
Daher enthält 2Y mindestens den Factor 4" = 2°”, also Y(1-+-25) mindestens 
den Factor 2°”! oder (14%). In unserem obigen Beispiele sahen wir 
sogar die siebente statt der so zu erwartenden sechsten Potenz auftreten. 
Zusammenstellung einiger Beispiele. 
Erste Zerlegung. 
pe) = Y’—nZ.. 


n=—1+2i, q9=2D. 


3) n=3+2i, g=13. 
Y=a°+n2’, Z=i(ll-(1+2)0R). 
4) n=144, q=1. 
Y=2°—-2(1+)ne’+(1-2)n, 
Z = 2&i(3r’+1+ 20). 
9) n=—3+4, g=2. 
Y= (a -1-2i), Z=-(1-(142).R). 
6) n=-5+r2, g=2N. 
Y= 2” +(—-144)n2" (+2 )nae+nE, 


Z = -i Ada —-1)a +2 +8) +1). 
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)n=-146i, q=310. 
Y= 2" +(8+4)n2"+(-10+16)nc"— Line — (142), 
Z=i( 14-1) +2 +3 der +1). 

8) n=d44, gell. 


El 
" Eu ” . R' Kai ir FR ® 
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Y=2”"+(-5+10)n2" +2 —-S)ne"+(6+4)ne°+(l—A)net 
+(—1+20)n, 
Z = il+HA-N)A+N)A-A-M)rr)(1-(1+2W)2*). 
9) n=1T-2%i, g=53. 
Y= 2° -(241%3)n2?+(9— 50) 70-84-4120)" 
+(-115+4 54) na" + 14 4h)na +14 A), 
Z= (1+42)e’ 1) +1) (@ + 360° —1222°4 362°+1) 
+ At) -1)(e +42 47084). 
Es ist: 
24362” —1222°+362° 41 = D,+162°B,, 
x’ + Ar” + 7028°+ Art+1l = B,-16rP;. 
10) n=-", q=99. 
Y= x” +7(142”+212" 442” +172°—22°+3), 
Z=8A1-2) +eN?(-2r+ 52). 
Zweite Zerlegung. 
A4+BYn+CeYn+DelP; 8 = i, 
wenn q = dm+5: 
A+BVYn-+HOVn+ DV), 
wenn q = d®m+l. 
y 06=& | 
A=x, B=0, C=1, D=0. 
2) q= 9. : 
A=2, B=i, C=0, D=0. 
3) g=18. 
A=2, B=ai, C=i, D=1. j 
4) qg= 1. ; 





A=e—-(+t)n; B=3, C=1-4, D=-1-2%. 
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5) q= 29. 
A=2+ns, B=-BGr-ill-2)s, (= —-iH+2)r-i, 
D=—-e’+(1+2)r. 

6) gg = II. 
= 2+(4+2i)na’+ne, 
— (2+2)2’—(2+10i) 8, 
+10 +16 )a+H1, 
—= —4a’— 4er. 

) g=Ml. 
= "ne, 


B = (2442422, 


h 
udn 
| 


un m 8 
I 





Da 
| 


= 64H + +), 
D = I (14 3dar+ill+)e + 1-0). 

8) qy= 4. 
A+BY7+CY2Y7+DY2Y7°*),. 
= 2” +7(7a2°+172*+1), 
. 202°4+402° 44, 


— 212°-502°-5, 
— - 9er’ —-18r°’—1. 


\ 


bau => 
( 


Löst man die Pellsche Gleichung T}—nU} =1 mit Hülfe der Lemniskaten- 
theilung durch Bestimmung der Functionen Y, Z, 





Y’-nZ' = ge‘) 

| so erhält man folgende Lösungen: 

q=5, 7=--1423, Th=1Hi, uU=1. 
q=9I, n=-3, T,=2, U,=1, 


q=13, 7=3+43, T=-3+43, U,=-142i. 
q=17, 7= HH, T=2ıi, — 


ao 
l 











*) y2 ist durch e= fi = eingeschleppt. 
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q=29, n= -543, n=2d+7i, U, = —5+10i. 
q=37, n=-1+46i, T=—-21+2k, U,=1-+12:i. 
qg=4, n=d+4i, T,=4+4:, U,=2-i. 
=-53, n=1-3, T, = -17—-63, U,=3-+24:. 
„= —ßB, U, = —3i. 
Bestimmt man nun für g= 8m+5 die Zahlen T7,, U, nach der Gleichung 
(16°.) gelehrten Methode und für qg = 8m+1 durch die Annahme T, = P,i, 
U,=«,i, so ist die Klassenanzahl der quadratischen Formen mit complexen 
Öoeffieienten von der Determinante 7 =D gegeben durch die Formel: 


= 


g=4, Ei 1; 


H = 2log NT, + YnU) 
N(T+ynÜU) 
Hier bedeuten T und U die kleinsten Lösungen der Pellschen Gleichung und 
es sind zugleich bezüglich der Vorzeichen von T,, U,, T, U gewisse Be- 
dingungen festzuhalten. Dies zeigt man durch zwecekmässige Weiterführung 
der Dirichletschen Methoden. In allen den obigen Beispielen ist die lemnis- 
katische Lösung der Pellschen Gleichung zugleich die kleinste und darum 
H=2. Für n=5+4 sind die beiden einzigen verschiedenen redueirten 
Formen 
2 —(+4)y; ie Hi +4)y“. 

Um diese Verhältnisse genauer zu untersuchen, muss man die Quadratwurzel 
aus einer complexen Zahl in einen Kettenbruch entwickeln. Diese Betrach- 
tung liegt an mehreren Stellen der berühmten Dirichletschen Arbeit „Sur 
les formes quadratiques & coefficients et A indeterminees complexes“ zu 
Grunde, wenn auch das Wort „Kettenbruch“ nicht vorkommt. Ich gestehe 
gern, dass ich dem Studium dieser Dirichletschen Arbeit, welche ich für 
den Neudruck durchzuarbeiten den angenehmen Auftrag hatte, die Anregung 
zu dem vorliegenden Aufsatze verdanke. 
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Neue geometrische Darstellung der lemniskatischen 
Function. 
(Von Herrn W. Krimphoff in Paderborn.) 


Die durch die Forschungen von Gauss und Dirichlet so berühmt 
gewordene lemniskatische Function, welche neuerdings durch die Arbeiten 
Kroneckers über singuläre Moduln und die des Herrn Schwarz wiederum in 
den Vordergrund des mathematischen Interesses gerückt scheint, ist zwar aus 
geometrischen Untersuchungen zuerst entsprungen, aber der Lauf der Lemnis- 
kate giebt über den funetionentheoretischen Charakter dieser Transcendente 
doch nur höchst ungenügenden Aufschluss. Zahlentheoretische Untersuchun- 
gen, auf welche ich durch die Arbeiten Kroneckers (Zur Theorie der elliptischen 
Functionen, Sitzungsbericht vom 29. Juli 1886) und dureh Rücksprache mit 
meinem wissenschaftlichen Freunde Schwering geführt worden bin, haben 
mich dagegen eine andere Methode gelehrt. welche zu den tiefer liegenden 
Eigenschaften dieser Funetion im innigsten Zusammenhange steht und 
dieselben in überraschend einfacher Weise geometrisch kenntlich macht. 

Ich habe einen "Theil dieser Untersuchungen in meiner Doetor- 
Dissertation (Münster 1890) veröffentlicht und erlaube mir jetzt, den Kern 
derselben in gedrängter Kürze einem grösseren Publieum vorzulegen. 


1. 


Es soll die Curve untersucht werden, welche definirt wird durch 
die Combination 


un 


z+yi = sinam(m-+-ni)u, 

z—yi = sinam(m—ni)u. (mod.k = i). 
Da die Gesetze für den allgemeinen Fall sich aus einem speciellen von 
selbst ergeben und da der Lauf einer derartigen Curve ein anschauliches 
Bild giebt, so habe ich den Fall m=3, »n=2 gewählt. 
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Es sei also: 
z+yi = sinam(3+2:)u, 
z—-yi = sinam(3—2i)u. 
Setzt man sinama = h und entwickelt man sinam(3-+2i)u nach dem 
Additionstheorem, so ergiebt sich: 
zyi = NEU HODMHR-AdM ++ 
(HU) HT Ah Ll—-11H10R HT 
RL 11 100)h’+7 +) +3 
vgl = hg gänarT+ah+ 10T ’ 
Aus diesen beiden Formeln kann man x und y einzeln berechnen. Man 
erhält für dieselben Brüche, deren Zähler vom 25ten, und deren Nenner 





vom 24ten Grade sind. Setzt man nun in die Gleichung der beliebigen 
geraden Linie 


acz+by+c = 0 

für x und y die bezüglichen Werthe ein, so erhält man eine Gleichung 
vom 25ten Grade in h, d.h. geometrisch betrachtet: die Gerade hat mit 
der Curve 25 Punkte gemeinsam. Sie ist also von der 2dten Ordnung. 

Gleichfalls sind wir im Stande, die Anzahl der Doppelpunkte anzu- 
geben. Da nämlieh die Curve vom Geschlecht Null ist, so hat sie 12.23 
oder 276 Doppelpunkte. Diese Anzahl wird jedoch redueirt durch das Ver- 
halten der unendlich fernen imaginären Kreispunkte zu der Curve. Multi- 
plieire ich nämlich die vorhin gegebenen Ausdrücke für e+y? und 2—yi mit 
einander, so erhalte ich rechter Hand einen Ausdruck 26ten Grades in h, 
und links ergiebt sich x’+y’. Daraus folgt, dass irgend ein Kreis um den 
Ursprung mit der Curve nur 26 endliche Schnittpunkte hat, und dass so- 
mit die unendlich fernen imaginären Kreispunkte 12-fache Punkte der 
Curve sind. Dadurch verringert sich die Anzahl der Doppelpunkte um 
132, und es bleiben 144. 


$ 2. 
Um die Gestalt der Curve zu ermitteln, berechne ich in folgender 
Weise die Coordinaten von verschiedenen Punkten. 


Es ist 
Ip} 9£ —# 
1 Uu7t Ze HUT 25 , Ur 
ee er eu... 
1 KK PT ak KK 
sinamu =. 





un i ) zu 
.) > u a ie ‘) 4 » S Be z vn S BEI: At 
1-+2gcos K H2g co K H2g’cos K + 


Hierin ist q= e”* (ef. meine Inaug.-Diss. $ 3 Formel (1.)). 
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Man findet mit Hülfe dieser Reihe die Werthe von sinam 
für p=1,-2, ... 12. 

Um nun die Coordinaten zu finden, setze ich nach einander unter Be- 
nutzung des Additionstheorems die gewonnenen Werthe in die Gleichung 
ztyi=sinam(3+2i)u ein. Es ergeben sich zwölf verschiedene Punkte. 
Es hat keinen Zweck, dem Argumente zunächst grössere Werthe als K zu 
geben, da sinam (2K—u) = sinam« ist. Die Zeichnung veranschaulicht fol- 
gendes Resultat: 

„Für das Intervall der Werthe 
a=0 bis „=K beschreibt der Punkt 
einen Bogen vom Coordinatenanfangs- 
punkt aus durch den ersten und vierten 
Quadranten, tritt darauf in den dritten 
und von da zurück durch den vierten 
Quadranten zum Punkte z=1, y=V). 

Für die Werthe u„=K bis u=2K 
beschreibt der Punkt denselben Zug 
rückwärts noch einmal.“ 





Neue Punkte gewinnen wir, 
wenn « die Argumente 2K bis 3K an- 
nimmt. Wegen der Formel 

sinam(2K-Hu«) = —sinamu 
kommen die vorhin erhaltenen Coor- 
dinatenwerthe mit entgegengesetzten 
Vorzeichen zum Vorschein. Wir haben 
also ferner: 

„Für die Werthe «= 2K bis 3K beschreibt der Punkt einen zu dem 
vorigen symmetrischen Zug. 

Für die Werthe # = 3K bis 4K wird derselbe Curventheil rückwärts 
noch einmal beschrieben.“ 

Letzteres folgt sofort aus der Beziehung sinam (4K — u) = —sinama. 
Grössere Werthe als 4K für # anzunehmen, ist wegen der Periode 4K über- 
flüssig. Es tritt hier der eigenthümliche Fall ein, dass eine algebraische 
Curve in sich selbst periodisch zurückläuft. 

Um auch den Verlauf der Curve für imaginäre Argumente festzu- 
10 * 
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stellen, wenden wir die Formel an: 
1 


sinamu 


sinam(iw+iK—K) = 


Man erhält so die reciproken Parameter, und da die Coordinatenverbindung 
z+yi wegen der Gleichung 
h2+C- 11410) + TEM)h+3+2i 


ii Bu (SFT FA FC—11-+ 10h’ +1 


gleichfalls die Gestalt annimmt, so ist klar, dass der nunmehr zu 


1 
atyi 
ermittelnde Curvenzug dem vorigen reciprok ist. Je zwei reciproke Radien 
bilden aber nicht eine gerade Linie. 

Dieser reeiproke Theil verläuft nun also: 

„Der Punkt kommt aus dem Unendlichen im vierten Quadranten, 
wendet sich durch ihn und den ersten und den zweiten Quadranten und 
von da wiederum durch den ersten zum Punkte r=1, y=V0. 

Zu diesem Curventheil giebt es ebenso wie früher noch einen 


symmetrischen.“ 


Es sei noch auf den Weg verwiesen, auf welchem man zu den Doppel- 


Ur 


punkten gelangt. 
Die Definitionsgleichungen lauten: 


z-+yi = sinam(3+2i)u, 

z—yi = sinam(3— 2&)u. 
Zwei verschiedene Argumente führen nun im Allgemeinen zu zwei ver- 
schiedenen Punkten. Damit aber zwei wesentlich verschiedene Argumente 


a und v» denselben Punkt bestimmen, müssen noch neben den obigen Glei- 
chungen gleichzeitig folgende bestehen: 


z+yi = sinam(3+%)v, 
z—yi = sinam(3--2i)e. 
Dies zieht nach sich, dass 
(3420) (u 
(3—2i)(ua+v) = einer halben Periode ist. 





cv) = einer ganzen Periode, 
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Hieraus kann man mit Leichtigkeit die sämmtlichen Argumente für die Doppel- 
punkte ableiten, wie ich es auch in meiner Dissertation ausgeführt habe. 
Die von mir angegebene geometrische Darstellung der lemniskatischen 


Function bewährt sich also, da eine ausgezeichnete geometrische Eigen- 


schaft derselben, nämlich das Verhalten der Doppelpunkte, die Perioden- 
theilung der lemniskatischen Function unmittelbar ergiebt. 

Weitere, höchst interessante Eigenschaften kann man bezüglich ihrer 
parallelen T’angenten nachweisen, wovon ich auch in meiner Dissertation 
ein Beispiel gegeben habe. 











Ueber die Function W(‘ 5 ; n) für singuläre 
Werthe ihrer Parameter. 


(Von Herrn J. Thomae in Jena.) 


Bei der Untersuchung der Gaussschen Reihe F(a, b, c, z,) ergeben 
sich, wenn in ihr a, 5b, c, z endliche Grössen sind, diejenigen Fälle als 
singuläre, besondere Betrachtungen nöthig machende, in denen das Element 
c, oder gewisse, bei den Fortsetzungen der Reihe auftretende lineare Ver- 
bindungen der Elemente a, 5b, ce ganze Zahlen werden, oder, in Riemanns 
Bezeichnung, wenn in der Function 


P(" nr 3) 
a,P,7; 
von den Exponentendifferenzen &—e«', A—P', y—y' eine oder mehrere ganze 
Zahlen sind. Es wird in solchen Fällen die Darstellung gewisser Zweige 
der Function P eine wesentlich neue, die durch das Auftreten von Loga- 
rithmen charakterisirt wird. Die Periodieitätsmoduln der elliptischen Inte- 
grale erster und zweiter Gattung in Legendres Normalform bilden ein ebenso 
bekanntes wie einfaches Beispiel für einen solchen Fall. 
Mit der etwas allgemeineren Function, 


wc ; n), 


‚7; 
welche die Recursionsformel 
0 = (n+a+1l)a+e@+1) W(n)+(n+2—P)(n+2—/)W(n-+2) 

— (2n’+n(a+a@'+6—-B—- PN) ++) +)+2- P)Q@—P)—-yYy)Wia-+Hl) 
befriedigt. verhält es sich ganz ähnlich, nur ist die Mannigfaltigkeit der 
singulären Fälle noch etwas grösser, als bei der P-Funetion, weil nicht 
bloss Differenzen, sondern auch gewisse Summen von Parametern zu Singu- 
laritäten Veranlassung geben. Für den Logarithmus aber tritt die von 
Gauss mit F(n) bezeichnete Function ein, die übrigens auch schon bei den 
singulären Fällen der Gaussschen Reihe eine Rolle spielt. 
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Als Ergänzung meiner Arbeit über die Function W(n) in diesem 
Journale Bd. 87 S. 26—73 sollen hier solche singulären Fälle untersucht 
werden, und zwar diejenigen, in denen von den in Betracht kommenden 
Exponenten oder Parameterdifferenzen und Parametersummen eine eine 
ganze Zahl ist. Die Complication, dass mehrere solcher Differenzen oder 
Summen zugleich ganze Zahlen sind, soll vermieden werden. Uebrigens 
wird der Leser leicht erkennen, dass für viele der beizubringenden Formeln 
diese Beschränkung fortfallen kann, sie wird aber der Einfachheit halber 
gemacht. 

Da die nachfolgenden Betrachtungen eine Ergänzung jener Arbeit 
im 87ten Bande bilden, so soll hier nicht bloss die dort angewandte Be- 
zeichnung im Allgemeinen beibehalten werden, sondern der gegenwärtige 
Aufsatz soll auch in Numerirung der Artikel und Formeln als Fortsetzung 
jener behandelt werden, wodurch die Rückverweisung erleichtert wird. *) 

Wird «=, so bleiben die Zweige der Paare W’, W“; W', W“ 
nicht unabhängig von einander, es müssen für je einen Zweig jedes Paares 
Ersatzzweige gefunden werden. Im Art. 14 werden zehn Formen des posi- 
tiven «-Ersatzzweiges, im Art. 15 zehn Formen des negativen «-Ersatz- 
zweiges aufgestellt. Im Art. 16 wird die Darstellung eines P-Zweiges 
durch den Zweig WW’. und den zugehörigen Ersatzzweig geliefert, wenn 
@ = ce—rv ist, und damit zugleich eben jener Ersatzzweig nicht bloss mehr 
für den Fall &—-«@'=0, sondern auch für den Fall e—-« =rv gefunden. 
Im Art. 17 werden $-Zweige durch den negativen «-Zweig und den zu- 
gehörigen Ersatzzweig für e—« = rv dargestellt. 

Wird «+ gleich einer ganzen Zahl v, so treten gewisse sonst 
unabhängige Zweige in lineare Abhängigkeit zu einander, und es müssen 
für diese Ersatzzweige gefunden werden. Damit beschäftigt sich der Art. 18. 
Der Fall, dass 5—-P’=rv ist, kann aus dem a«—«' = r durch blosse 
Buchstabenvertauschung abgeleitet werden, und bedarf daher keiner weiteren 
Untersuchung. Anders verhält es sich, wenn y =y-r wird. Im Art. 19 
werden zunächst für y =y zehn positive und zehn negative y- Ersatzzweige 
gegeben, im Art. 20 werden «-Zweige und -Zweige durch einen y-Zweig 
und einen y-Ersatzzweig dargestellt, wenn 7 =y-—r ist. Der Art. 21 leitet 


d 


*) In der letzten der Formeln (34.) im Art. 6 ist in der F-Function das vierte 
Element y durch 1—y' zu ersetzen. 
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durch Grenzübergang Formeln her, die sich auf die Gausssche Reihe oder 
die Riemannsche P-Function beziehen in dem Falle, dass darin gewisse Ex- 
ponentendifferenzen ganze Zahlen werden, was das Auftreten logarithmischer 
Glieder zur Folge hat. Dabei findet sich Gelegenheit, gefundene Resultate 
mit Formeln von Gauss zu vergleichen. 

Die Faeultät einer Zahl soll nicht wie früher durch 77(z), sondern 
durch facz gekennzeichnet werden, und es mögen auch zur Abkürzung 


einige neue Bezeichnungen eingeführt werden. Es werde für ganze m 

(4, m) = fac()-+m—1): fac!—1) = 44-41)... A+m—]), 4, 0)=1 
gesetzt, und der Buchstabe S werde mit einem nachfolgenden m typisch 
zur Bezeichnung einer unendlichen Summe nach Massgabe der Gleichung 

Sfm) = fO)+fOl)+f(2)-+-- in infinitum 
gebraucht. Unter » werde immer eine positive ganze Zahl einschliesslich 
der Null verstanden. Ferner macht sich hier das Bedürfniss geltend nach 
einer Bezeichnung von Reihen, welche aus der Reihe 
F(® 0, e) - & Y(m) = & (h+b, Kr WÄRE» m) 
\b,b,b (hk—a+1, m)(h—a' +1, m)(h—a"-+1, m) 

dem Wesen nach durch partielle Differentiation entstehen, für Reihen, in 
denen neben den Facultäten noch #-Functionen ((6.) Art. 1) im allgemeinen 
Gliede vorkommen. Um diesem Bedürfnisse entgegenzukommen, soll 


! 2 
‚@ 


F, va > en = SY(m)(P(h+b+m—1)+ P(h-a-+m)). 


P(h—a+m)+ P(h+b'+m—1) ) 


U EN \ 
F,( ) = ©Y(m) R Ban—a'+m)— Wh+b+m—1)N' 


BE A ie 


Fe A ne 35) m 
F,(, Br | = SY(m)(P(h—-a+m)— P(h—-a”'-+m)),. 


Ar A 2 2 SYm)(Ph+b+m—1)— P(h+b+m-—1)) 
u.s. w. sein. Dabei ist Y(m) nur eine augenblickliche Abkürzung. Der 
Index A wird einfach fortgelassen, wenn er Null ist, was hier meist statt 
hat. — Die Reihen F, in denen den Elementen a, 5b, ... Indices +, — an- 
gehängt sind, eonvergiren im Allgemeinen unter denselben Bedingungen wie 
die entsprechenden Reihen ohne Indices, weil die Funetion #(c-+m) mit 
wachsenden m nur wie logm wächst. — Ferner werde 


a, a’, a” 


Lara ua) ICDEne Da rer 
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gesetzt, worin M= M(0) und 
M(m) = faoa+5m—1)faotk +b'+-m—1)fac(h+b" +m—1) 


fac(h—a+m)fac(h—a’+ m)fac(h— a’'-+m) 


zu nehmen ist, und ähnlich sei 


> (0. a’, fac(b—-1)fac(b'’—1) „/0. a, N 
3( ;) Bi fac(—a') F ( ? e) 


= fac(b—-1) A b, 1-a, 3): fac(—a 


nd dr, u 


x n _ Hu, 08 
a b, b',, en) = un, MF, age b.. a a , + Ab’ , : 


oa oa 
U. S. WW, 


Art. 14. Ersatz für den Zweig W{, wenn a—a' = 0 ist. 

Der Fall werde als erster behandelt, dass e—«' —=rv ist, im Uebrigen 
aber werden die Exponenten o, «', P, P', y, y' als nieht singulär voraus- 
gesetzt. Alsdann sind alle 3- und Y-Zweige der Funetion W in den Formen 
wie sie früher gefunden sind, unmittelbar brauchbar und von einander un- 
abhängig, so dass sich durch zwei unter ihnen alle übrigen ausdrücken 
lassen. Anders verhält es sich jedoch mit den Zweigpaaren Wi, Wi; 
W°, W“. Ist v=0, so erhellt unmittelbar aus den Darstellungen dieser 
Zweige (Art. 4 und Art. 5), dass sie paarweise einander gleich werden, und 
dass also ein Paar zur vollständigen Darstellung der Function W nicht 
dienen kann. Ist v nicht gleich Null, so lässt sich aus den Darstel- 
lungen (Art. 4 (30.)) 

w: = FO) re AR w: a aß, “. ) 
Y. v—a—n Y, -a—n 
nicht ohne Weiteres erkennen, dass diese Zweige von einander abhängig 
sind, dass sie sich nur durch einen econstanten oder in » periodischen Factor 
unterscheiden, und daher zur vollständigen Darstellung von W nicht aus- 
reichen. Wählen wir aber zur Darstellung von W“ den Ausdruck 
we — fac(—a— P')fac(n+«') ( 0, a+ß, ur 
” fac(«' —a)fac(n—ß') a +P+yr, «+P+y, —a—n/’ 
der, weil er für «@—« =rv in der Form 0.0 erscheint, in eine Reihe auf- 
zulösen, etwa in der Form zu schreiben ist 


we — fac—a— P)fackn+«) „ («+B'+y, m)(@' +P'+y', m)(—a—n, m) 


7 facn—-P) ” facmfac(«' — a -+m)(1--a«a—f, m) 
Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 1. 11 











82 Thomae, über eine Recursionsformel. 


so wird die Abhängigkeit leicht erkennbar. Da nämlich für @ = «a—rv die 
ersten » Glieder dieser Reihe verschwinden, so kann man hinter S m+rv 
für m, (A+v,m).(A,v) für (A, m-+v) setzen, wodurch man die Beziehung erhält: 


w=ar(,\ _ 1 & (e+tf+r, m)(e+f+r, m)w—a—n, m) 
w; (n) = 0,5 (v+1, m)(l1, m)(v-+1—a— Pf, m) 


er —v, a+p—v 
e SL URR- FOR a+ß-+tr', ie 





wenn 


ah fac—a— A )fac(n+a)(a+f'+y-—v, v\(a+P+r'—v, v) 
(D’facvfac(n-ByA—a—B, ») 


ist. Dieser Ausdruck für W“ unterscheidet sich von der entsprechenden 


Darstellung des Zweiges W? (Art. 4 (30.) zweite Form) 


W: = fac(v— a — A)fackn+e) F( 0, a+ß—v, —v ) 
facvfac(n— $') a+ß'+y, atß'+r', v—a—n 


nur durch einen constanten, d. h. von » unabhängigen Factor und zwar ist 


C 








fir = a-—rv 





\ ee (-1} (a+d’+y—v, v)(a+ß'+y'—v, v) a 
RE) RENTEN (A-a-ß, v)(1—a—ß', ») W; 


! 


Wenn man hieraus, um lauter unabhängige Grössen zu erhalten, y 
mittels der Gleichung 


a+a+P+P+y+y =2a—vr+P+P+y+y=1 


entfernt, wenn man (—1)(a+fP’'+y—rv, v) durch (1-a—P'—y, v) ersetzt, 
für W die erste der Formen unter (30.) wählt, so gewinnt man die Gleichung 











F(® a+Pß, a+ß' 
(107.) I; —2a———y+v, EREENE 
l. 
(1-a—ß—y, v\1—a—f'—y, v) F 0, a+p—v, ER 2) 
da, WyAze-ß,n)  \y,1-2a-8-8- rtv, v-a—n 
oder 
107. FG, b', 1--a'—a 4) 
nie (1—-a'—b, v)(1—a .- v) tige a'—v )- 
(1—a', v)(1—a” b, v., 1—a'—a'—b-+v 





Für v=0 sind diese m evident, für »=1 aber stimmt (107°.) 

















FR NN LE Gr 
u 





ORT 


er 
er 








Thomae, über eine Recursionsformel. 


mit der Ergage (81°.) des Art. 11 


0, a — —1 . 0,@\, m m 
F(, ir j„ JA-a'-b)(1-a"—-b)— F() u) A-a)(l-a”) 
a—1, a’ — a . 
re, un )bla+a"+b+b"-2) = 
überein, wenn in letzterer «+a’+b+b"—-2=0, also b" =2—a—a"—b ge- 


setzt wird. 

Da also W% und W?, als von einander linear abhängig, die all- 
gemeine Function W nicht darzustellen vermögen, so muss man für einen 
dieser Zweige, etwa für W“ nach einem Ersatz suchen, der als zweiter 
positiver @-Zweig der Function W gelten kann. Für jeden Zweig sind 
zehn einander gleiche, aber in der Form und ihren Convergenzbereichen 
verschiedene Darstellungen durch hypergeometrische Reihen in den früheren 
Artikeln von mir angegeben, deren jeder eine Form des Ersatzzweiges ent- 
spricht. Will man nicht bloss einen solchen Ersatzzweig in zehn verschie- 
denen Formen aufstellen, sondern sollen diese zugleich auch unmittelbar 
unter einander gleich sein, so erhält man für ein beliebiges » sehr umfang- 
reiche Formeln. Aus diesem Grunde soll ein Ersatzzweig für W7, wenn 

beliebig ist, erst an späterer Stelle gegeben werden. Hier sollen aber 
für v=0 die zehn einander gleichen, in der Form verschiedenen Ersatz- 
zweige aufgestellt werden, und zwar wollen wir die Bezeichnung des Er- 
satzzweiges durch die Gleichung Be 


(108.) We=e = lim (Were _Wa=ero, 


€e=U)U 2e 


Dass dieser Grenzwerth, falls er existirt, eine Lösung der Recursionsformel 
(19.) des Art. 2 giebt, bedarf keiner Erörterung. Die Ausführung des 
Grenzüberganges bietet ebenfalls keine Schwierigkeiten, wenn man beachtet. 
dass dlogfacz : dze= P(z) ist. Für eine dieser zehn Formen soll jedoch 
dieser Grenzübergang wirklich durchgerechnet werden. Wir wählen dazu 
die zweite der im Art. 4 unter (30.) gegebenen Formen, 


” 13. pa’ 24 m 0 a+ß, a@a—ıa' 
n;=Ag =A Murten tr, a)! 
„see 2: er, Re 


worin 75°, 35° und 


5 
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EURE fac(—a— P)fac(—a—P')fae(n+a)fae(nte)  sin(nta+l)n 


fac(n—@yfac(a +B +7 facle + +y—D) ai 1 








dr fac(— a — A)fac(—«' Net ejfnelare) sin(a+@'+1)z | 

fac(n—P)fac(@+ ß'+7—1)fac(a+ß’+r'—1) 7 ; 

augenblickliche Abkürzungen sind. In dieser Schreibweise hat man 

u SE re A nr a ü 

Ist nun \ 

Y(m e) er fac(«+f +r7+m—e—1)fac(a+ß +r +m—:—1)face(m—a--n—e—1) 
er facm fac(m—2e) fac(m — a—$— €) ? 


Y(m,0)= Y(m), und ist 7 eine mit & verschwindende Grösse, so hat man 


ee yemett — S(Y(m, )—Y(m, —e)) 


HEY) 2Plm)+ Plm—a—H)— Plm—a—n—1) 
= 2:5 Y(m) a 


Or, Or, a + 
le hr te i 
Wird ferner für a=«, A=A'= A, gesetzt, so ist für @ = a—e, a =a-+e: 

A= Ara er HP) eigen 
| — Wa+ß'+Y—-D- Pla+P'+y'—1) 
“fit Merle 
— Wa+ß' +1) Wa+p'+y'—1) I’? 
worin 7’, n' mite verschwinden. Nach diesen Vorbereitungen fliesst aus (108.) 

u ) 
| we en en - weh er, 
| +netg(n+e)a+Pla+B'+7—-1)+ Pla+P+y—D)- F-a—-P)— P—a—P))Wi 
worin nun 
we — fac(n+ e)faec(—a— f) ( 0, 0, @a-+ß 

i fac(n— f) a+ß+r7. a+f+r, —a—n 
ist. Der W“ enthaltende Theil könnte, wenn es sich nur um eine Ersatz- 
lösung der Recursionsformel (19.) handelte, weggelassen werden, weil er 
sich von der partieulären Lösung W? nur durch einen in » periodischen 
Factor unterscheidet. Die Eigenschaft aber, ungeändert zu bleiben, wenn j 


+en, 


A = Au—&An| 


(109.) 


+ 


man nicht bloss y 


Aggregat, nicht den einzelnen Theilen zu. — Es folgen nun die zehn, 


mit y’, sondern auch 5 mit 5 vertauscht, kommt nur dem 


tormal und in ihren Convergenzbedingungen verschiedenen, analytisch aber 4 
einander gleichen Formen des Ersatzzweiges W?”"* in der den Formen 3 
(30.) entsprechenden Reihenfolge. i 











(110.) 


ständig darzustellen. 
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| Wi = (Pan) —-P-0-P)—- PF—-a—- B'))W+- FÜ) 


= (netg(n+a)n+ Flat +y—1)+ Fla+ß'+7'—1)— P—a— 


Y, 





beliebiges » wird an späterer Stelle gegeben. 


Ü @-+-P+, 


P)—-P-e-P))W; 


fac(—a— P')fac(n+«) OL, 04 a-+Ppı 
Et A N we + 
r fac(n—ß') (0+8 +7-, a+ß +7 a—n ) 
= (netg(a+ta)n+ Flo+ß+Yy—1)+ Fla+P+rY— 1) —- P-a—P)— P—a—B))W:° 
Y V I?) k [ )) 
e: fac(—a«— Pf) fac(n-+«) ( Or, () @—- P ) 
fac(n— Pf) a+ß-+Y_-, a+ß+r_, —a—n_ 
= (PF(-a—n—1)- P—-a—- PM) PF—a—P))W: 
’ fac(—a— A)fac(—a—P')fac(n+«) Fl 0, — 0 — 12,0 yon 
fac(@+y+n)fac(a+y' +n)fac -a—n—1) \nte+1_, n—-B-H, n— P | 
= (H-a-#-y)+ P-a-B-7)-P-a-B)-P-a-P)-Pan+o))W: 
fac(—a—B')fac(n-+-«) 0, aF+pß,, —a—y—n, 
" fac(-—a— P—y)fac(a+y+n) ’ ( “+47, PH ) 
= (F-o—P'—} yv)+ P(-a-P-yY)-P-a—P)— P(—a- -I)—-P(n+e))W: 
ı fac(—a— P')fac(n-+«) p a+ßı, —a—y u 
fac(—a— '—y')fac(@+y'-+n) y,a+ß-+y, n—P+1 
w. (F-a—-B-Y)+PF-a- BY) P— a—| 2 — PB 2 8") PlnteN )W- 
r fae(— a— P)fac(n+«) e a+ß,, —a—y—n; ) 
fac(—a—P—y)fac(@«+y+n) y,a+ß+y_-, n—P-+1 
= (Pl-a—-B—-7)+P—a— BY) - P-a—P)— Pl tg -P(n+o))W! 
fac(-a—A)facnte) „(0, atfl, -a-ynı\ 
+ ” _ A2. ' F( ' f a Zu J 
fac(—a—P—yr)facle+y+n) 'Yy,a+ß+r-, n-—P-+1 
= (F—-a—-P'—y)+ Pr —a—-P—-7)- P-0a—P) —-P(—a—-P))W 
Pi fac(—a— P)fac(— a— A)fac(n+«) F 6 Pi Ö;. -a—y'—n.N\ 
e fac(y—1)fac(@+y'-+n) Pr— arß+y- nte+l- / 
= (PF-a-P-Y)+P—-a—P- en ’))W; 
1 fac—a— B)fac(—a— P')fac(n-+«) F( Ö, DE. en 
fac(y —1)fac(@+y-+-n) + 3: rY—, a+ß-+y-, n+o / 
Art. 15. Ersatz für den Zweig W“, wenn «' = « ist. 


Die Zweige W“ 


so dass für einen dieser Zweige, etwa für WZ 


der mit dem andern W“ zusammengenommen im Stande ist, W 





und W“ unterscheiden sich ebenfalls von einander 
nur durch einen constanten oder in » periodischen Factor, wenn e—« 
ist, 
ist, 


V 


ein Ersatz zu suchen 
voll- 
Die Herstellung eines solchen Ersatzzweiges für ein 
In diesem Artikel sollen die 









) 
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zehn einander analytisch gleichen, in der Form und den Convergenzbedin- 
gungen aber verschiedenen Ausdrücke für den Ersatzzweig gegeben werden, 
wenn @«=«'ist. Die entsprechenden Formeln für ein beliebiges» würden umfang- 
reicher ausfallen, aber nach derselben Methode erhalten werden. Der Ersatz- 
zweig wird aus dem zugleich die Bezeichnung bestimmenden Grenzwerthe 


(111.) lim, (W= ER a 


gewonnen. Die Formeln folgen in der Ordnung, dass sie den Ausdrücken 

(31.) des Art.5 der Reihe nach entsprechen. Da der Faetor 
fac(—y)fac(—y)fac(?—n—1)fac(?"—n—1): face —a—n—1) 

in diesen Formeln mehrfach vorkomnt, so mag derselbe zur Abkürzung mit 

9 bezeichnet werden. So erhalten wir die Formeln 


w" = (Pa B—-y)+P- a—P'—z')—netg(n+e)n) Wi 
A‘ 9: fac(@+P) -F ( O4, O4, are | 
fac(#'—n—1) \a+ß+y-, a+ß+y-, atn+1_ 


= (P-a-B-y)+ Pa B-y)—netg(n+e)n)W 





PN‘ g:fac(« +") F(, O4, 0+, mneR} 
fac(d—n—1) Fe @a+ß'+y_, a+n+1_ 
_ u \ g:fac(—a—n-—]) A, ef, 
= Mata)W4- Fe een P) F(,_ y, 1-y', a 





e ac 
2 Pn+ a) w: - g:fac(n+«) 


= (K-a-B-N)+ Pa -y))W« 

R g:  fac— 2) "( Or, ÖO,;, a+y-+n; 
fac(—a—y'—n) \a+ß+y- ‚a+9'+y-, —a—n_ 
= (PF-a-B-Y)+P—a—-PB'-y))W: 

B% 9: fac(—y') ( O+, Ö;, ee) 
fac(—a—y—n) a+ß+r, a+f+y, —ae—n- 
= (P-a-PB-y)+ P-a-P'-7)- F-a—n—1))W: 

9: fac(a-+) ET 

7 Tac—a—B-y)fae(—a-y—n) F( B+y-, 1-y) P—n ) 
= (P(-0a—-P—-Y)+Pl-a—-P'-y)— P—oa—n—-1))W: 

el g:facla+ß) ( Ö, —a— +, atrtn+) 

Prrgser0 se y)fac—a—y—n) e+ß+y-, 1-7 B—n 
= (Fa P—y)+ PF-a—-B—-y)—- P-a—n-1))W: 

En g: facla+P) x F( 0, —a— fi, a+y-Fnı 

fac—a- P—y)fac—a—y'—n) \a+ß'+y_, 1-y' B—n 
= (P-a-B-y)+ P-a-B-y)— F-a—n-1))W: 

5 9: fac(a-+-ß) Fl. , Senf etrtn), 

fac(—a—P—y')fack—a-y—n) \a+ß+4y, 1-9,  B'—n 


(112.) 














p(,% atrtm. at tn 
 fac(—a—y—n)fac—a-y—n) \P-n P=n, —a—Nn_ 
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Art. 16. Beziehungen zwischen W%, W%”*"" und anderen Zweigen. 

Jeder %- und jeder y-Zweig lässt sich durch die beiden Zweige 
W:, W:”*> ausdrücken, die von einander linear unabhängig sind. Bei 
Aufstellung dieser Bezeichnungen lassen wir die Beschränkung v = 0 fallen, 
und gelangen so beiläufig zu dem Ergänzungszweige W}"“” im allge- 
meinen Falle, gegenüber der Annahme des Art. 14, dass v= 0 sei. Zuerst 
behandeln wir die Gleichung 


_— + _ 4 
We = (B, @)Wi+ß, @)WY, 
—_ + _ + 
deren Coeffieienten (?, «), (?, «') im Art. 8 unter (55.) stehen, und setzen 


a'+Bß, a— a \ 
= A 15 HR a+f+y', u 
Ag(,. a-+P, a— a ) 
yr 9, @+ß'+y, —a—n’’ 
PER fac(—a'— A)fac(—«'— P)fac(n+a)facln+e')sin(n+a’+1)r 
rfac(n— B)fac(« +8 +y— 1)fac(a+P'+y'—1) i 
4 fac(—a—P)fac(—a— P)fac(n+a)fac(n+a')sinn+a+1)n | 


nfac(n— B)fac(@' + '+y—1)fac(a'+%'+y'—1) 
Dann ist 


ERS EICH AEDLEIN CHUR 2 223 


‚sin(@—e)n \ 
De _ pet +A+Yasinle' +P'+y)a 
(,«) = sin (@-- @ In | 


D= fac(—a— $')fac(— a’ — B’)cosec (n— PB) 
fac—a—n—1)fac(—a'— n—1)fac(n—') ’ 


und es ist die Gleichung zu behandeln 














2 pet +y)rsin(@a+ß'+y')n a'+Pß, a' — a \ 

(113,) Br sin (a —a) re ars 4, a+ß'+y), —a'—n / 

ıD sin(@ +A+y)asin(@ +B'+y')n . ( 0, a+ß, a-—a\ 
sin(@—«')rr a'+ß'+y, a +P'-+y, —a—n 


In dieser Gleichung ersetzen wir «@ durch «+e, « durch @&—v—e, um nach- 
her mit e zur Grenze Null überzugehen. Es ist ersichtlich, dass man : 
im Factor D ohne Weiteres gleich Null setzen kann, dass nur die übrigen 
Grössen eine nähere Betrachtung und Umformung nöthig machen. Dabei 
mögen zur Abkürzung mit 7, n7', n' Grössen bezeichnet werden, die mit & 
verschwinden. So ist 
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sin(@+ #+y)asin(e+ BP +r)a _ sy y)a+ oosla—a + B—A)n 


_— ——- 


sin(@' —«)rz 2sin (@’—e) 


— SRG YIBtea- Fr + 4sin(d—P)n+n, 


2sin(@' —e)n 


2sin(@e—e')r wi 2sin(@—e')n 


sin(@ + +y)asin@ +PHr)n _ sr )Ianteos(d— pn +1sin (BP) a4 n' 


\ a+ß-+e, v+2e 
> 1ORPE An ARTE, a+P'-+y—v-—e, Brut 


fett B'+ ytm—v-— e—1)fac(@+P +y' +m—v—e—1)fac(m— a—n—t—1) 


facm fac N a — B— 8) fac(m—v—2e) 
_ (1 sin2en ” 5 'F + —y,, BER, a5 
it: 7 ER Ey arf+r—e., van): 


wo zur Abkürzung gesetzt ist 


fac(@+A+y+m—v—1)facle+ß'+y'+m—v—I)facem—a—n—1) 
. (—1)"facmfac(m—a—ß):facv—m—1) 


Setzt man diese Ausdrücke in (113.) ein, so ergiebt sich 


Po 





W’ = , _D(eosy-y)n+eos(ß--A)a)" 2 F, 
X -— + a+ß-r 
(114.) + Dsin(d— Anf(,,s +8" +yY, @a+B'-+y', v— ns 
2 v SLR. Or, vr, +P—7 
+ (—1)’D(eos(y—y)a+cos(P—Pß Ele, a er. } 


worin nun 

DD. face —a— B')fac( — a — A +YV)cosec(n— A) 

face —a—n— 1)facw— a—n--1)fac(n— f') 

ist. Für »=0 vereinfacht sich die Formel dadurch erheblich, dass aus 
ihr die endliche Summe F, ganz herausfällt. Aber auch sonst lässt sich 
die Formel vereinfachen, wenn man für W? (und entsprechend für W?) 
nicht die zweite, sondern die dritte der Formen unter (30.) nimmt. Da- 
durch erhält man 


w’ — facv— a— A)facw—1)facd—n—1) G, 





 facw—a— B'—y)fac(v—- a—B'—y')fac—n— a +v—1) 
@+ß vr, —vı 
+eD’ 45018 IE @-+ß+y_, ach 
wo G, die Summe der ersten » Glieder der Reihe 


0, e+ß', v 
: (a4 4 y-v, e+ß+Y—v, BB 


(114°) 











Erik a an dh a al Je i u 
EL ERTEE ee 


Nr A ande BEEHER, AR ET, 





" ° ia ne oe a 2 an . . en 
’ a es are ee gi EN) PER EIER EFT DENE en 
VS REITER NE EA ö 


Tr RE RR E e 


(115.) 


bedeutet und 
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ee Tac(—a— A )fac(v— a— A)fac(d?—n—1): PL a EIEBeV u 1) 


fac(—a— #'—y)fac(v—a— 8 — y)fac(—a— PB —- yY')fac(v— a—'—y') 
ist. — Auf den Fall » = 0 beschränke ich mich bei Herleitung einer weiteren 
Beziehung zwischen drei Zweigen, nämlich der Beziehung, welche aus der 


Gleichung 


für @ = « entspringt. 


Wi = (B, a) W: +(B, 


Zur Darstellung von W“ 


IN 70. 
oe )W‘ 
und W® 


mal die vorletzte der unter (30.) stehenden Formen, so dass 


W: 


+ 


w“ 


= 
I 


B 


(B, @)B 
E 


ist. 


er Bz( @—a0, —a—y'—n\ 
a pe a+f+y, n+a+l/’ 
af B'z( a—a', FR 
by: a Y,@+fß+y, nta+1 /' 


fac(— «a —P)fac(—a’—f') 


fac(y—1)fac(@ +ß+y'—1)fac(a+ß'+y '—1) ’ 


fac(y—1) 


face — a— P)fac( — a— P') 
fac(@ +P+y—1)facl@ + A+y'—1) ' 


Esin(@a+P)asin(a+f'+y')n 


sin(a@’—e)n 


Esin(@’ + P)asin(@ +P'+y)a 


sin(@—a')rn 


= —fac(—y) :sinynfac—a—P'—y)fac-—w— 5-7) 


Setzen wir nun @-+e für «, 


@—e für ©, und schreiben, 


übergang &= (0 auszuführen, 


2 


+ + = E 
= ((P, «)B+(P, a)B')F“ HR, 5° -5° 9), 
wo zur Abkürzung 


OL, 


L28, — a—y'—ne\ 


ne ] 
Ö ET RE 048 +y'te nta+lre / 


gesetzt ist, und beachten, dass 


sin(@+P)rsin 


(++ 


ist, so folgt hieraus 





y)a—sin(e’ +A)asin@ +P'+y)an = 


Bin 0. — 
Wi; = Esinyaz( FREE 
sr a+Pß+y, n+a+1 
0 
— Esin(a + P)asin(o+P'-yNn 3 
(+) ( If a ae, 
E = —fac(-y) : sinyrfac—a—P—y)fac(—a—ß'— y) 
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—— Ü- 


! 


yon 


n+a+1_ 





wählen wir dies- 


um den Grenz- 


sinya sin (0 len 0) 


), 
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Art. 17. Darstellung der Zweige Ww’, w; durch die Zweige W?, W2"”, 


Um die Zweige W?, Wi durch den Zweig W“ und den Ersatzzweig 
W‘“=“” auszudrücken, haben wir von den Formeln 


— — — _— u y.s —_— .-— — ’ 

V!=(P, «)W2+(ß, «@)W*, W7=(P, «) We +(ß, «') W« 
auszugehen. Im ersten Falle wählen wir zur Darstellung der Zweige W‘, 
W“ die erste der unter (31.) stehenden Formen reg Gebilde und schreiben 





A - 
z RR a+ß+Yy); be Rn 
a _ AI V, a—«, — a —P\ I _r 
2 = AS es '+847, a +ßty', tn 21) A $ > 
. fac(—y)fac(—y')fac(d?—n—1)sin(n+a+1)n 


I 


nfac(— a —B—y')fac(—a'—'—y) 
#. fac(—y)fac(—y’)fac(?—n—1)sin(n+a' +l)a 
afac(-—a—'—y')fac(—a— #'—y) 
Es sind also hier A, A’ so wie das noch einzuführende D andere Abkür- 
zungen, als im vorigen Artikel. Weiter ist 











ar Dsin(n+a+1)n Ta ri Dsin(n+a'+1)r 

(/, [84 A = . f =] . ’ “ (P, [04 )A _- . ! n! * v2 ’ 

„> ®, asin(@a+P')asin(@—a')n asin(@ + pP )asin(@a —ea)n ’ 
u: fac(—y)fac(—y')fac(d—n— 1) : fac(a+$'—1)fac(«' +2’ —1 






fac(—a—-B'—y)fac —a' — PB’ —y)fac—a—B —y')fac— a —!'—y) 
Der Zweigdarstellung W“ geben wir die Form 







4 ‚= fac(@ +8+y+m-—1)facl«' +8 +y'+m—1)fac(@' -+n-+m) 
HE = 18 oz er | 2 | 
facemfac(m+a —a)fac(m-+ a +) 
1 A'sin(a—a')n "” uyı 1x —,, a—a—v, —a—B—v 
pr E ADB tytr, a +B4Y 4, atntr+ 1 









worin H, die Abkürzung bedeutet: 


fac(@ +8 +y-+-m—1)fac(@ +ß+y'+m—1)fac(«' +n+ m) 
(— 1)" facmfac(m+a' +) : fac(a— @« —m-—1) 











H, 






Die Gleichung W? = (P, «)W2+(P, e') W“ schreiben wir zunächst in 
der Form 






" nz "ai Et N, m=v-l 
= ((B, )A+B, Ag ee" 


zT m —() 






per a—a—v, —a'—ß 
+( ’, a)A 1er ..— in a+3+y' +», EZ), 5 5 


sodann ersetzen wir « durch @-+e, «' durch &—v-—e, und gehen mit e zur 









be es Enaagi 
BAER 
















je ae 








ne BETEN FE ZEN 


Re re N 






ET WETTE PISE. er 


EN NE REG 











UN WS OBETBEN TE LGRE u 


ee 
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Grenze Null über, so erhalten wir die Beziehung 


Ww’ — Dsin(n—$)n %( 0. _v. N 
di 7 ( \a+£ +Y. & +ö-+ty'. 4 n+1/ 


(116.) 





Dsin(n+a+1)a "7" H-(_1)Y 7’ 9 -— ti. u trN 
K DT u TEHTTT 3) OD „Ar LALy' /yr 
sin(e+fP)n \. Zu \a+P+Yy_,a+ß+Y_, a+n-+] 


worin 


RR face (— z)fac(—y')fae($—-n— 1): fac(a+ P'—1)fac(a+P'—v—1 


fac —a— BP — y)fac(v— a— P—y)fac(— a— ?'—y')facv —a—B'—y') 
H fac(@+ß+y+m—-v—1)faca+P+y+m—v—1)fac(a+m+n—v 
Re: (—1)"facmfac(m +a-+-P—v): facev—m—1) 
ist. — Der zur Darstellung von W? durch W°, W*"* nöthire Coefficient 
> - 
air 


(5, c) findet sich in den früheren Artikeln nicht unmittelbar vor; man ge- 
lanet zu demselben durch foleende Betrachtune. Ersetzt man die Buchstaben 
ben) Fe) ! 





> wi, P, P; /: Yv, n 
durch 
a A "rl l-7, n 
so verwandelt sich 
W: in W2: Csin(n— A)asin(n— PB’) 


sin(n-+a)rsin(n+e')n facl«+A)fac(«' +9) 
W’ in Wifac(a+P)fac(e+P):C, W in W! fac(«+P)fac(« + P):C, 
wo 


fac(—y)fac(—y')fac($?—n—1)fac(#'’ —n— 1 


» \p au ! 
face — a—n— l)fac Ge iur bung l, 


Cm 


ist. Nimmt man diese Buchstabenvertauschung in der Gleichung (vgl. (56.)) 


W: = (a, B)W’+(e, B)W* 


vor, so findet man 


ni — f ! \ E / »\ 
—.\ . FTTCOSEet | & vn Ü 7Tsın n= > ‚TI 
| FR \ J 9) 
(11 ‘.) WER 0) — = 7 v f - r N 5 
fac(— a-# —y )fac(—a—ß —y)sın(n+a-+1)n 


Nun setzen wir 


—. _— _- — 


WE = (3, VAR, DJS 


\t 


(P, 0.) A = (7 m sin (@ —e.)7t, (9, aA — (i . sin (@ BER PA 7T. 
0% — nfac(—y)fac (—y')fac(n—ß) 
2 fac —a— P'—y)fac( —a'— P'—y)fac(— a—B' —y')fac(— «' —B'—y') 
12* 
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Da (ß, a) A+(ß, @') A’ verschwindet, so ist 


= (PB, «JA 39). 
Setzen wir @—v—e für @, @+e für « und gehen mit & zur Grenze Null 
über, so erhalten wir er Gleichung 








0 ERZE —v,, — a—ßı 
a1 .. W; ij n 2 H.+(— 1) lan B+y_, a; et 
r u, BR IR y)facl—y):facn-P) 
fac(—a—8'—y')fac(—a' —B—y'fac—a—ß'—y)fac(— a —'—y) 


Art. 18. Der Fall «+9 =v. 

Nachdem Ersatzzweige gefunden sind, falls &—«' eine ganze Zahl 
ist, könnte man dazu schreiten, eben solche aufzustellen, falls %—' eine 
ganze Zahl ist. Die Formel ((16.) Art. 1) 

a, 2 - P, a, 7, 
w(‘ n) = WE 2, —a-1) 


lässt jedoch ee wi die Untersuchung dieses Falles von dem be- 
reits behandelten nicht wesentlich verschieden ist, dass sie vielmehr auf 
eine blosse Buchstabenvertauschung hinauslaufen würde, weshalb vom Ein- 
gehen auf diesen Fall abgesehen werden darf. 

Sodann kann der Fall untersucht werden, in welchem eine der Zahlen 
e+P, @+P, «+P, @«+P" ganz ist. Auch dieser lässt sich mittels der 
Formel (15.) des Art. 1 auf den schon behandelten zurückführen, jedoch 
auf weniger einfache Weise. Deshalb sollen Ergänzungszweige der Function 
W aufgestellt werden, wenn +9 =r ist. In diesem Falle sind die Zweige 

WF=F(" s+P, a + ), 1720 = F() a+ß, ee 

Y, n—Pß+1 Y, —a—n 

bez. von den Zweigen W2, W? nur durch einen constanten Factor ver- 
schieden. Sie sind sogar zunächst illusorisch, indessen kann man ihnen 
solche Factoren geben, dass sie brauchbar bleiben, aber sie sind dann eben 
von den angegebenen Zweigen nicht linear unabhängig, und es muss nach 
ergänzenden Darstellungen gesucht werden. — Um zu möglichst einfachen 
Resultaten zu gelangen, setzen wir 
w« facke+ß+y—1)fac(a+ß+y' — 1)sin(n—P)r 

Be y)sin(n+ a) 

1 rn ), —a—ß, ad—a 
 fac(n—ß) ar: +47, HE, a+n+1/ 
gar _ we __fetr—Ddfar—1) _ _ Pl, 5, a +P 

fac(— a—B)fac(—a—ß') ee ı n— +1 


\ Na 
zB 
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Wi, MW sind dann ebenfalls Lösungen der Reeursionsformel (19.), und es 
muss für die zweite, wenn + =v ist, eine Ergänzungslösung gefunden 
werden. Als eine solche ergiebt sich, wenn «@ durch @+e, «' durch «'—e, 
P durch —a-+v ersetzt wird, der ER 
lim (VW 
e=—u € “ 
Wir schreiben zunächst 
we © fac(y+m—1)fac(y' +m—1)fac(n+m—$) 
> Tacmfaclm—a — B)fac(m— «' — PB) fac(n—P) 
" 3 fac(y+m-—1)fac(y' +m—1)fac(n+m—PB)fac(« +? —m—1) 
= 0 fac(n— $) facm fac(m— «' — B)( — 1)" cosec(@+P)r 
1 1 % —v, a+ß—-v, a +ß—v \ 
faein—p) O\ytv, y'+n, nv 8+1/ 


und setzen dann für «, «', $ bez. «+8, «@'—e, v—a, so erhalten wir als 
Ergänzungslösung für W” den Ausdruck 





| lim | (WM: ) 
eu € -_ 
(118) 1= a fac(y+m—1)fac(y'+m— 1)fac(n+m+«a—v)facv—m—1) 
e u. (—1)”"t’fac(n+a—v)facm fac(m-+a —a'—v) 
| | af 95 tn dl, \ 
BB fac(n+v—.a) Ö \y-+v_, Y-+Vv_, a+n+1_/ 


Ferner sei 


Aa’ 1 0, a+ß, a+ß' 
= fac—a—n—1) 3( = —a—n 
ee % fac(y-+m—1)fac(y' +m—1)fac(m—a—n—1)fac(a« +8 —m—1) 
a (—1)" fac —a—n—1)facm faclm—a—P')ncosec(a+P)r 
L: 1 al —r, a+ß—», RER 
| ERS y+Vv, y-4v, v—a—n?' 
.- 1 ” —B, —a—P 
= fac—a—n—1) 3( Kuh ng +y', Bi ) 


Setzen wir wieder @+8, @—e v—o. bez. für «, «, /, so erhalten wir durch 
Grenzübergang e=0 für den Zweig W* als Ersatzzweig den Ausdruck 


e Bo 
ra _Ir7 
lim (8 - 8%) 
_ mr fac(y+-m—1)fac(y' +m—1)fac(m—a—n—1)fac(v—m—1) 
(120.) = = (—1)"t+? fac—a—n—1)facm fac(m—-«—$') 





1 —v,, a+ß —v, 
wi fac—a—n—1) Mi yY-+v_, a) 
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Die Behandlung der Fälle, in denen «&+?', «+, «'-+ß' gleich v ist, er- 
fordert nur Buchstabenvertauschungen. 


Art. 19. Der Fall „—y' =0. 

Die Zweige Wi, W7; W’, W’ unterscheiden sich von den «- und 
P-Zweigen hinsichtlich der Art ihrer Definition, welche auf das Verhalten 
dieser Zweige im Unendlichen gegründet ist, während bei der Definition der 
o- und 5-Zweige ihr Verschwinden, oder ihr Unendlichwerden in Punktfolgen 
massgebend war. Deshalb sollen diese Zweige ausführlicher behandelt werden. 
Ist y-y'=r, so müssen für W7, W’, welche Zweige sich in diesem Falle 
bezüglich von W?/, W’ nur durch periodische Factoren unterscheiden, Er- 
gänzungszweige aufgefunden werden. Bei Aufstellung der je zehn Formen 
dieser Ergänzungszweige beschränken wir uns aber wieder auf den Fall 
v=0(, um nieht zu viel Raum in Anspruch zu nehmen. Es werde 

CIBE. Wirt u I- i Gi di 


/ » 
€e=VU 2 


gesetzt, so dass W"’” die eine Ergänzungslösung bedeutet. Ferner sei 





Wu m 0, y—y, ne 2m Aa _ Yin. 
2 ’ mn pP : => u 
r Ö @+-P+Y, a+ßP-+7; Y ) > 
m 0), y—y' — a —y—n az 
Vvi’=(% ' : ar 1 = (U ;y 
w; Ö a+ß+y, a+ß-+Y; / ) “ 
a fac(r—)fac(n-+a) 
; fac(y—1)fac(—a'—B'—y')fac(—e'—B—y') 
MM - fac(y'—y)fac(n—+-«) 


fac(y'—1)fac(—«'—$8'—y) face —a'—B—y) ’ 

Ty’ Ty 28 { vr Yy Bey? | u Ey 
w—N . = C-0% +05 u >} ). 
Wenn man y dureh y+e, y’ durch y—e ersetzt, und mit 2e dividirt, und 
mit e zur Grenze Null übergeht, so gewinnt man die Ergänzungslösung 


Wr=r — fac(n+e): fac(y—1) c Ö,;. O;, ) 
Ä fac(a+8+y—1)fac(a+B'+y—1) " \a+ß+y-, aH?'+Y-, Y 
Rn ae en DE U 2 np face(n+e) : fac(y—1) 
N +WBy—1)— 20) \ fac(@a+ß+y—1)fac(a+ß'+y—1) 


Nach dieser Methode erhält man aus (34.) zehn Formen für das Ergänzungs- 
integral, die einander analytisch gleich sind. Wir schreiben sie in der 
Reihenfolge hin, welche der unter (34.) entspricht. 











at 37570717 VERRESEENG rE 


A, 
Be 


(122.) 





Als Ersatzzweig für 


, _ fae(n-+e) ( 
face (@-+y-+n) a+ß-+Y_, 


Mr fac(n+e)fac(n+«') 
 fac(n—PB)fac(n+1—$'—y) 


= (P-y)+P(o+ß'+y-—1) 


= (?7Y-D+ 


Wr=7 = (PyD+ Bat ß 


I+- 


&;; 


fac(n+a)fac(n+«') 
fac(n—?')fac(n+1—P—y) 


-— (PF-a-ß-r)- 


Y—-a—ß 


sin (a+ß+y)nfacln+a' ) n 
nfac(n—$') 


— ( P(-- e«— 7 


( 


sin (@+ß+y)afae(n+a) — 
| nfac(n—ß'‘) 


(F(-a—P 


Er 


(Fer 


sin(a+ß'+y)nfac(n+a') > 0, Bay 
rı fac(n—ß) a+B'—+Y.-. —B+1, 
v)+ P-a-P-y)-27(0) ))W: 
‚, sin(@+B'’+y)afac(n+e) ( Ö, B+y—n—1 
afac(n—ß) Ö a+ß-+yY-, n-B-+Hl. 
\ Il a, f 
)„+PYy-b)-2P V))W 
‚ fac(n+a)fac(n+a'): fac(—y) „/0, —a—y—n.. 
5 ed A F( 
fac(a+y+n)fac(«@'+y-+n) Y_ Bl, 
.. Py- ; B. PA ))) N 4 
en. 6» +y—n—1,, P+y—n—1.\ 
3) Bi gen an +1 / 


En 1 Ki 
— (F—a—P'—r)+ 


wr, 


wi 


pP ( 7 


Bew „. \ 


7 fac(n+a«') ( IM 
fac(@ +y+n) \a+ß+Y-, 
= (K-y)+Pla+ß+y—1)4 


Pa 2 


yo); 


Ö,, 


0:2; 
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a+ß'-+Y-, 
Pa +P+Y-V)+Pla + 


a we 
is 


a+B'+y_, 


- /' 
[? 


P+Y- l)— 
5 Us. 

ee 

a+-B-+Y-, a 


- Pla 


ıf U}, 
u, 


( 


W.,, 


\a+HB'+Y_, 
y)—27(0))W: 


(), 
a+ß—+yY_, 


8’+r — 
n— +1 “ 


re B-N-ERO)M 


Y 


Mi 


0}, 
+p-+Y 


),;, 


| 


| -PFla+P+ yv--D)- 


2P(O 


+ +Y-, 


B’+y—n—1.. 


n— +1. 
> Pi co ) W’ 
u 


—{a— ya f \ 


/ 


2P(0))W’ 


-1)—-2%7(0))W’ 


)W: 


+71) -2%0))W 


nn #’—+1 


wenn 7’ =y ist, wählen wir den Ausdruck 
/ 2 


lim 


e =2 () 





| EP 
( W’ ‚ 


DE 


w: 


B+y—n—1 
er; 
vr, 

a —a—y—n 
a+n—+|1 
— a —y—n 
a —+n+1 
— a —y—n 
a+n—+-] 

a —y—n 
a —+n+1 





N) 


W 
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= (P—y)+Pla+P+yY—-D)+ Fa+P+y7-d-27(0))W: 
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£ 
Bi % 
= 
“ 
d 
2 
En 
& 
2 
en 
3 
E 


und erhalten die zehn Darstellungen s 





Wr = (Fy-1)4+Pa+pß+7—D)+Fla+B+yY—1)-2%700))Wi ; 
En Ö. ee) i 
 facld+y—n—1) \a+ß-+Y_, @'+ß-+y_, y_ 

= (PFly-1V)+Pla+ PB +yY—-D)+F@+PB+rY—-1)—-2%700))Wr 
ü fac(3#? —n—1) ( Or, ÖL, N 
fa r—n—1l Na+ß'+Y-, HP +Hr-, fe 


fac(d®—n—1)facl!’ —n—1) ( O;, 0;, BET, 
r fac —n— a—1)fac —a'—y—n) ° \a+tß-+y-, a+B'+Y-, 1-y- 
= (F—y)+ Pla +P+y—1)+ Pla +P'+y-1)—-27(0))W: 
RN ne —n—]) ( O,, Ö,, n+a-+-Yy +) 
fac—n—a'—1)fac—a—y—n) \a'+ß+Y-, a +B'+Y-, 1-Y- 
— (7 EN — F-Y)-2P(0))Wi j 
sin(@&+8-+-y) ur nn et 3( a —+y-+n;, a | 
+ nfac(—a'—n—1) a+ß-+yY_, —a'—n, B—n 


123. 
= (Pa -P-Y)+ K-a—P—y)—2 Som Ww’ 
sin(@a+ß' +Nrfaclp—n—1) 3( a +y+n,, n+1—B'—yı 
+ nfac—a'—n—1) a . —a'—n, Bd’ —n 
= (P-«—-PB—-y)+Pl-a—P -N-2F(0)) Wi 
„nat faen) (0 atrn rlre) 
nfac—a—n—1) a—+ß-+7-, —a—n, B—n 
= (P(-a-P-y)+PF(-a-P-y)—2 WW: 
r fae(®—n —1)sin(@ +B'+y)r 3, a+y+n,, a ia 
nfac—a—n—1) @ Br +7, —a—n, Ba —n 
= (Py)4 #Y-D-2F0)) WE 
4 fac(®—n—1)fac(#’ —n—1) ei: 0, n+1—B—y;, n+1—# —y+\ 
fac(—y)fac(®+y—n—1)fac(®’ +y—n—1) —a—n, —a—n / 
= (P(-y)+ wo 2P(0))W’ 
sinyre x a+y+n., WEG | 
r Ai u B—n, B’—n 
Art. 20. Darstellung der @- und A-Zweige durch die y-Zweige, wenn y—y' = v ist. 





Was wird aus der Gleichung 


Wi = (a, »yW: +(0, zwi, 





at FE ET FR Sage RAIN N = 
rs le be Re TE au 
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ee 
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wenn y =y-—v ist? Es sei 


MT zu ni y—y. —a—y—n 
Ra. 
Fe  KEE un y—Y, —a-y—n 
ee CHharser, +, Y ) 
Bei fac(n-+a)fac(y—y) 
fac(—a'— B'’— y')fac(—a'— B—y')fac(y—1) ' 
; fac(n+e')fac(y'—y) 


fae(— @ — #— y)fac(— a’ — B— y)facly'—1) ' 
so folgt 


t 


(a Y)C = Dneosec(y—y)n, (0 ‚ Y)C' = Dacosec v-y)n, 


ER fac(— «— B)fac(— @—B’)fac(n+a): facly—1)fac(y'—1) 
fac—a'—B— Y)fac(— @'— B— y')fac(— @’— 8'—y)fac(— «'—#'—y') 
u. 
Da also (a, y)C = —(o,y)C ist, so gewinnt die Gleichung, um die es sich 
handelt, die Form 
We = (a, 2) CL 8%) = Da($;— 5,)cosee(y—y)n. 


Wird die Summe der ersten v Glieder der Reihe 


C 9) —Y — | : 
a+ß+y, a+ß+Yy', Y 
mit F,, die der entsprechenden ‘%-Reihe mit %, bezeichnet, so ist 


wa —_ (@, YIF,fac(n-+-0) Da — 3) 
eo 


fac(«+y' —+n) sin(y—y')r 
Wird sodann y' durch y—-v-—e, y durch y+e ersetzt, so ist 
5 u 3 En BE et Aa 
en Fe ae u 7 


und es folgt durch Grenzübergang 


we _ fac— «' — B)fac(— @« — B')fac(n+a)fac(v—1)F, 
EEE TEE 





1)’D Se 2 RR af 
7 5( PR « EN a+ß'+Y-, Y ) 
e. u y (a+ß+y—rv, m)(a+ß'+y—v, m)(y—v, m) 
A (1, m)(a+y+n+1—rv, m)(l—v, m) 
ER fac— @ — B) fac(— «'— 8’) fac(n+«) : fac(y—1)fac(y—v—1) 
fac(— a’ N 6 — B— y)fac(— @'— B'— y) fac(v— «'’— #'—.y) 
Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 2. 13 
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Weiter fragen wir, was wird aus der Gleichung 


RE ee 





WE=(B, DOE+B, DER (B, DC+HB, M)CR+B EHE) 


wenn y = r wird. Es ist 
asin(y'—y)r ’ —— 


(Ede asin(y—y')n 
= fac(—-y)fac(—y)fac(n+e) : fac—«— P'—y)fac(-— «— P'—yY)). 


Für yY=y-—r-e y=y-+e fliesst hieraus, wenn mit & zur Grenze Null 


D'sinyzsin(@+P'+y)r 5 np _ P'siny'asin(fe+P'+y)n 
et 7 


L) 


RENNER VRREOREE 
A RATE 


übergegangen wird, 





we _ _ D’sin(«' Hp) 5 0, —)v, TR Erg 
“ 7 a+B+7, a+P'+7, Y 
(125.) r face —y)fac(v—1)faeln+e)F, ET 
fac(v— a — 3 — y)fac(v— a'-— B’—y)fac(@e+y+n—v) 
m D’sinyn ur u +y)n 3( Or, — U, —N—0—Y4+ 
a+ß+Y-, at+ß'+Y-, F 


(—1)’ rn 
— fac(—y)fac(v—y)fac(n+e): fac(— «— P—y)faclv — «— P'—-y). 


Ersetzt man 


bez. durch 
pP, Pf, ad, y, yYy, —n-l, 


so folgen aus (124.) und (125.) die beiden Gleichungen 





er. fac— a—8')fac—a’—Pfacg—n—facor—)G, 
(126,) 2 fac(— a— 3’ — y)fac(v— @’— 8'— y)fac(y—1)fac(® +y—v—n—1) 
"T: i OL, — n+1— 8 —yı 
EN , @+ß-+Y-, j- ); 
es ef | (a+B-+Y— 9, m)(@ +ß+y—v, m)(y—», m) 
® ar (1, m)(1—v, m)(®+y—n—v, m) 


2 _ -Drfac—a—$')fac(—a'— 'fac(—n—1):facly—1)facy—v—1) 
a. Te a BP faew— ey) ' 





we —_ _ E'sin(@e+pP')r 3 ( —-v, rn 
n nee +47; Y 
(127.) faec(—y)fac(w—1)fac(®—n—1)G, 
"  facv—a—B—y)fac(® — «'—$'—y) 
FIR. E’'sinyzsin(«' ern“ $ O+, —v,, ae 
(—1) a a+p+7-, a +HP-H-, 7- 


= fac(-y)fae(w—y)fae(?—n—1) : fac(-a—- P—-y)faecw—e—P—-y). 





RER Were 


ER RATE  27e 


Re Re 
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Art. 21. Grenzübergänge. 


Setzt man zw für », w(x) für W(xw), 


IW(n) = w(z nn ")—10(2) = dJw(z), limwfw(z) = w(e), 
und ersetzt $ durch f+w, « durch «—w, so giebt die Difterenzengleichung 
(20.) des Art. 2 


zw +2 —B—w 2u+2—$' 


> = oa Iw(z)+yyw(z) 


zw (I+Y+r')+Y +2 —P—0) (2—') — (a +1) (@ +1—w) 


w 


I 


wdw(x) = 0 


durch Grenzübergang lim» = x die Differentialgleichung 
2@-1o" Halt )+aHR Do @)trr we) = 0 


und W? geht über in die Gausssche Reihe 


! yI \ 


‚„1-o-—-Pf, r). 


F(y, y, 1l-a—f', x) = (1-z)"t’F(a +ß+Yy, @+ß+Yy 


Nimmt man eine Buchstabenvertauschung in der Art vor, dass man 
2 Ay Ar 3 ) 
’ P, /> > ep 


bez. durch 


! 


a —a, a+b a+b, c=1-a-a-b—bh 


ersetzt, so erhält man durch Grenzübergang aus der ersten, zweiten, fünften 
und sechsten der Formen unter (29.) die Ausdrücke 
> m ul no‘, 
lim W#_ = 2” P'( De x) 
04%, 


= F(a'+b, a +b', 1+a’—a, ©) = (1er) Fil—a—b, 1-a—b', 1+a’—a, m) 
= A-2)""F(a'+b, Bea ) 


c—] 


(128.) 





= (1-2) "Fa 4b, 1-a—b, 1+a’—a, — )- 

Die übrigen sechs Formen von W” lassen den Grenzübergang nicht zu. 
Natürlich sind die ausgeführten Grenzübergänge an gewisse Bedingungen 
gebunden, es muss namentlich in den beiden ersten Fällen abse < 1, in den 
beiden letzten absz:abs(e—1) < 1 sein. Sind aber diese Bedingungen erfüllt, 


13* 


2 
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so wird man ® immer so über alle Grenzen wachsen lassen können, dass 
der Grenzübergang unbedenklich ist. Für reelle x z. B. wird es genügen, 
wo rein imaginär anzunehmen. Man vergleiche hierzu die Bemerkungen, 
die ieh über den Grenzübergang bei Facultäten im XXVI. Bande der 
Schlömilchschen Zeitschrift auf S. 321 gemacht habe. 

Die erste, zweite, fünfte und sechste der Formen unter (30.) geben 
dureh denselben Grenzübergang und dieselbe Buchstabenveränderung: 


2 . y , . (. b. (C 
z’]lım W — P' a © m x) 
r m rn 


— ze" F(«+b, a +b', 1-6, 1-2) = e'Fla+b, a+b', 1—c, 1- x) 
1 [ein 
* I=-D*rla+b, a+b, 1-c, 9) 


\ 





au: un . z—l 
(— X) F(a+b', a+b, 1-c, je ) 


Aus der ersten, zweiten, dritten und vierten der Formen unter (33.) folgt 


2. 1 In 
1—r 


imo’ W7 = (A-2)"F(a'+b, 1-a—b', 146-6), 


= (-a)"P(t} - 5 2)= (a) Fla+b, a+b, 145), -) 


(130.) 
= (1-2)"(-a)"F(a+b, I —, 14, 15) 





\a+b’—1 m\cH ’ ’ ' . BER. ° 1 
= (21-2) F(1-a-b), 1-08, 146-6), —)- 


Soll derselbe (Grenzübergang in den Ergänzungsintegralen ausgeführt werden, 
so ist dies nicht unmittelbar möglich. Man führt den Grenzübergang beim 


negativen Zweige durch, wenn man als Ergänzungsintegral den Ausdruck 
nimmt (lime = 0): 


lim ( Wr'= Ye grre_ Wr HE op? he) mr 


Ra "SER. (Wr == W7= +9) @ + Wr lim 


Ze 2E BT 


— W’ ‚ww —wlgw W’. 


Lässt man ®, etwa rein imaginär, über alle Grenzen wachsen, führt die 
obige Buchstabenveränderung ein, so erhält man als Lösung der Differential- 
sleichung den Ausdruck: 
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C 


ah 0 2)(Fa+6-1)+ #(-a-b)—27(0)+1g 


| aa, O4, 1 
Haar, I 


= (-z)" P.(Pla+b—-1)+ Fla+b—-1)—-2 P(0)+1gr) 
BIER 3 
(131.) +2) For. ‚a+b_, Y 
= (-r)"P.(P-a—-b)+ Pla+b—-1)-2P(0O)+1g( 
2 0, O;, Ei 
rl Fock. I—a’—b_, 1 5 
= (-ze)"P.(P—-a-b)+ PF-a-b)-2F(0)+Hlgr) 


+ AD F(,_ 


‚Iit—I_, 2 


a 
- 


(1—-x 


I 





worin für (—x) " P' jede der vier unter u stehenden Formen genommen 
werden kann. 

Da in der linken Seite der Gleichung (126.) der Grenzübergang 
ohne Weiteres ausführbar ist, so steht zu erwarten, dass dies auch auf der 
rechten Seite möglich sei. Diese Rechnung soll durchgeführt werden, 
wobei die Buchstaben E und @, dieselbe Bedeutung wie auf S. 98 haben. 

Für rein imaginär über alle Grenzen wachsende » ergiebt sich 
fac—a—?')fac(w— a’ —$' faclp+(l—e)e— l)fac(v—1)@, 
fac(y—1)fac(v—a—3' —fac(o- +rv— a'— 3’ —y)fac(d?+y—r+(1—r)w—1) 
(1—r)’fac(—a—$')facv—1) ” ee («+B+y—v, m)(y—v, m) 
fac(y—1)fac(v--a—3'—y) = (1—z)”"(1, m)(1—v, m) 
TER Efac(@+3+y+w—1)fac(@ +3 +y—1)faely—1) 
facv fac(w( 1— x) +9 +y—1) 

. ac —a—B')fac(w—«' — B’)fac(w+a+8+y— 1): facv 
(1-2) "lim ra Sera are Er en z a = 8’—y) 
= (1-r)”fac—a— Pf): facv fac(y -v—1)fac — a ——y), 


und hieraus fliesst mit Fortlassung des Faectors (1-2) ” die Formel 


lim 


\ 
Li 





F(y, «+47, 1-a-ß', —.) 
(132 F fac—a—$')facw—1) "= (@+B+Y—P, m)y—v, m) 
) facy—1)facr a8 —y) nu (A-e"(, u m) 
+Dra(F( Or, Or, 1 ) A le A ib FÜ, ), l )) 
«+87. Io: 1— x u +3 I: I l—ıx /) 


= fac(-—a— PP): facv fac(y—v—1)fac—a—/ FEN 
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Setzen wir y=a+b, «+ß+y=a+b, o+ß'=c, z:(e—-1)=1-z, 
1:(1-x)=z, so folgt 


F(a+b, a+b', 1—c, 1-3) 
fae(— )fac(v—1) nei aan m)(a+b—v, m) 
fac(a+b’—1)faclatb—1) „u zu», md», m) 
(133.) 2 (— 1)’ fac(—): facv | . O,, z) 
 factca+b— v—1I)facca+b'’—v—1) a+b_, a+b_, 
RER AR Re s)\ 





Zur Vergleichung werde diese Formel aus der T'heorie der hyper- 
geometrischen Reihe direct hergeleitet. Es ist 


P(% 0 9 2) GPtc.Pe, 


af 
Be fae(c—d)facla' —a—1) = facle— )fac(a—a’—1) 
.— fac —a—b'—)fac—a—b—c') ’ he fac—a'—b’—’)fac—a'—b—') ’ 
pı _ u wu. i fac(a—a’) 2" fac(a+b+c+m—1)fac(a+b' Html) 
fac —a'—b’— ce) fac—a’—b—c') ” facm fac(a—a'-+m) 
pr — a" re facld—a) 3” fac(a+b+c+m—1)facla +b’+c+m—1). 
— fac(—a—b'’—ı’)fac(—a—b —) facmfac(a —a+m) 


Die ersten » Glieder der letzten Reihe mögen mit 3”(1—z)‘H, bezeichnet 
werden, dann ist | 
=" (1— 2)‘ H, fac(c—d’)fac(a— a—l) 


. fac—a’—-b’— )fac—a'’—b—') 
“ Az) faele—c)ncosecka—a)nd 
fae(—a'—b’—e)fac—a'—b— )face(—a—b’—)fac—a—b—') ’ 
FE tr tr facla +b+c+m+r—1)facla +b’ Hm 4r—1) 


fac(m+-v)fac(a —a+m+v) 
— © st" fac(a+b++m—1)facka+b ++m—1) 
fac mfac(a— a '-+m) 


Setzen wir hierin a =a—r-—e, und a+e für a und gehen mit e zur Grenze 
Null über, so erhalten wir 
P = 2'”(1—2)Fla+b-+c—-r, a+b'+c—r, c—c-+1, 1-3) 

3’ (1—3)Fla+b+c, a+b’+c, c—c-+1, 1—z) 


(134.) £ 7 (1— 3) faelc—e')facw—1) "7 3" (a+b-H—r, m)(a+-b' —+c—v, m) 


 faerw—a—b’— face (v—a—b—') z (1, m)(1—v, m) 





BR a 17 O,, —d,, Be -LE — Pr, 
Auen 1 EL a+b'+c, ;) log (er a+b'-+t. 5); 
L, = fac(c ce): facer fac(a+b-+c—r—1)facla+b+c—r—]). 
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Eine neue Gleichung erhält man hieraus, wenn man c mit c’ vertauscht. 
Setzt man aber in (134) c=0 und schreibt dann c für dc’, so geht diese 
Gleichung unmittelbar in (133.) über. Setzen wir ausserdem noch a=r, 
so finden wir 


ER _ faclb+b’+v—1)fac(v—1) ’! 3”(b, m)(b’, m) 
F(b, b', b+b'+v, 1-2) = HI- DEF IEN EU Sli— n) 


Hfaeb+D +» — 1) :faer (n(0 — 94 srl” „)} 
+ faec(b—1) fac(b’—1) F (v b/_, s)-logsF(, v3 
eine Formel, welche sich schon bei Gauss im dritten Bande seiner Werke 
auf Seite 216 vorfindet. 











Ueber die Irredueibilität ganzer rationaler Functionen 
mit ganzzahligen Coefficienten. 
(Von Herrn David Hilbert in Königsberg i. Pr.) 


. 

\ enn eine ganze rationale Function mit ganzzahligen Coefficienten 
und mit den Veränderlichen z, y, ..., w; £, r, ..., q vorgelegt ist und wir 
behalten in dieser Funetion einige von den Veränderlichen, etwa die Ver- 
änderlichen x, y, ..., w, als Unbestimmte bei, während wir für die übrigen 
Veränderlichen £, r, ..., qg irgend welche ganze positive oder negative 
Zahlen einsetzen, so entsteht ein System von unbegrenzt vielen ganzen 
rationalen Funetionen der Veränderlichen z, y, ..., © mit ganzzahligen 
Coefficienten, und wir werden auf die Frage geführt, ob in diesem Systeme 
nothwendig irredueible Functionen der Veränderlichen x, %, ..., ®w vor- 
handen sein müssen, sobald die ursprünglich vorgelegte Function eine 
irredueible Funetion der Veränderlichen x, y, ..., ws; t, r, ....q ist. Da- 
bei wird eine ganze rationale Funetion mit ganzzahligen Üoefficienten 
irreducibel genannt, wenn sie nicht als Produet mehrerer solcher ganzer 
sanzzahliger Funetionen darstellbar ist. Die angeregte Frage und ihre 
Erweiterung auf beliebige Rationalitätsbereiche rückt den Begriff der Irre- 
dueibilität in ein neues Licht, und überdies gestatten die sich ergebenden 
Itesultate mannigfache besondere Anwendungen auf die Theorie der Gleichun- 
gen und der Rationalitätsbereiche. 

Unsere Entwiekelungen beruhen auf folgendem Hülfssatze: 

Es sei eine unendliche Zahlenreihe a, a, a, ... vorgelegt, in 
welcher allgemein a, eine der a ganzen positiven Zahlen 1, 2, ..., a be- 
deutet: es sei überdies m irgend eine ganze positive Zahl. Dann lassen 
sich stets m ganze positive Zahlen u”, u”, ..., u” so bestimmen, dass die 
2” Elemente 
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PR) e Hua )rul9 9 


a 


® +09 G +4) © ru) u)? ut) + u N+u 3)? 


a 


u +um) Guru) Gr drum)? utu ru) 4 um) 


für unendlich viele ganzzahlige Werthe « sämmtlich gleich der nämlichen 
Zahl @ sind, wo @ eine der Zahlen 1, 2, ..., a bedeutet. Dabei wird der 
Index wu+u“ des zweiten Elementes erhalten, indem man die Zahl «u zu 
dem Index « des ersten Elementes addirt; die Indices des dritten und vierten 
Elementes entstehen aus den Indices des ersten und zweiten Elementes, 
indem man zu diesen die Zahl u“ addirt: die Indices des fünften, sechsten. 
siebenten, achten Elementes entstehen aus den Indices der vier ersten Ele- 
mente, wenn man zu diesen die Zahl u“ addirt, und schliesslich erhält man 
die Indices der 2”' letzten Elemente, indem man zu den schon bestimmten 
Indices der 2” ersten Elemente die Zahl u” addirt. 

Beim Beweise ist es nothwendig, einzelne Theile der vorgelegten 
Reihe für sich zu betrachten. Wenn insbesondere ö auf einander folgende 
Elemente der Reihe herausgegriffen werden, etwa die Elemente a,, @,;,, 
Auy2y #945 Ayyio,, 80 nenne ich diese ö Elemente ein Intervall der Reihe 
von der Länge ö. Wir grenzen nun innerhalb der vorgelegten Reihe irgend 
ein Intervall von der Länge a+1 ab. In diesem Intervalle tritt dann min- 
destens eine der Zahlen 1, 2, ..., a, etwa die Zahl @, zweimal auf, d. h. in 
dem Intervalle von der Länge a+1 kommt jedenfalls eine der folgenden 
Gruppirungen vor: 

GG) = GG, 
CD = 0.6, 
( 


GP = 0.6, 


I 


era ic 


Wie schon durch die Schreibweise kenntlich gemacht ist, bedeutet hierin 
allgemein @{ ein Intervall von der Länge s, dessen erstes und letztes 
Element einander gleich, nämlich gleich der Zahl @ sind. Man sieht, dass 


die Anzahl aller möglichen von einander verschiedenen Gruppirungen @‘\ 
Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 2. 14 
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gleich a’ und somit jedenfalls kleiner als die Zahl (a+1)’ is. Wir grenzen 
jetzt innerhalb der vorgelegten Reihe hinter einander («-+1)’ Intervalle ab, 
deren jedes die Länge a-+1 besitzt, und betrachten dann das so entstehende 
Gesammtintervall von der Länge (a+1)’. In demselben tritt nothwendig 
mindestens eine der Gruppirungen @, etwa die Gruppirung GC}, zweimal 


auf, d. h. in dem Intervalle von der Länge (a+1)’ kommt jedenfalls eine 
der folgenden Gruppirungen vor: 


(2) — 60) 90) 
1,0) si Ge: 
(2) Fu (!) 
0. x G' (1)* G“ „(1)9 
(2) — 10) (1) 
“rin: u6 5 Ga. @. (1)9 
(2) u (1) (1) 
FOR mn» Wi) . . . Gy 


Hier bedeutet allgemein @” ein Intervall von der Länge s, welches mit 
der Gruppirung @“Q, beginnt und mit der nämlichen Gruppirung schliesst. 


Die Anzahl aller von einander verschiedenen Gruppirungen @() ist offenbar 
kleiner als das Product der Intervalllänge («+1)? in die Anzahl aller mög- 
lichen Gruppirungen @{, und folglich ist jene Anzahl der Gruppirungen 
G‘’ jedenfalls kleiner als (a+1)”. Wenn wir daher innerhalb der vor- 
gelegten Reihe hinter einander (a-+1)’ Intervalle abgrenzen und zwar ein 
jedes von der Länge (a+1)’, so tritt in dem so entstehenden Intervalle 
von der Gesammtlänge (a-+1)* mindestens eine der Gruppirungen @®, etwa 
die Gruppirung G@{%,, zweimal auf, d.h. in dem Intervalle von der Länge 


(a+1)' kommt jedenfalls eine der folgenden Gruppirungen vor: 


(3) oe (2. (2) 
G, y(2) = G NOLLMOT 
79 2 ou (2 (2) 
0,29; ws Go: 
(3) un (2) (2) 
6,94: — GG, .G@', (2) > 
8) Fan (2) (2) 
G 418 ana GG ° . . Ber 2)*° 


Hier bedeutet allgemein @©” ein Intervall von der Länge s, welches mit 
der Gruppirung G@“%, beginnt und mit der nämlichen Gruppirung schliesst. 

Nach m-maliger Anwendung des nämlichen Verfahrens gelangen 
wir zu Gruppirungen von der Gestalt 


Gm) . Ga)... 2 : , . G(m-1 
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und erkennen, dass in jedem Intervall der Reihe von einer gewissen Länge 
! nothwendig eine jener Gruppirungen @”’ vorkommen muss. Dabei be- 
deutet ! eine bestimmte endliche und nur von a und m abhängige Zahl. 
Die Anzahl aller von einander verschiedenen Gruppirungen @'" ergiebt 
sich wiederum kleiner als eine gewisse endliche Zahl %, welche leicht aus 
a und m berechnet werden kann. In der vorgelegten Reihe können wir 
nun hinter einander beliebig viele Intervalle von der Länge / abgrenzen, 
und es folgt daher, dass es unter den Gruppirungen @) nothwendig eine 
giebt, welche in der vorgelegten Reihe unendlich oft vorkommt. Diese 
Gruppirung sei die folgende 
ee ts . oe 

wo G%), und @%;21, Intervalle von der Länge v'" beziehungsweise von 
der Länge »"" bedeuten. 

Wir erkennen hieraus leicht die Richtigkeit des obigen Hülfssatzes. 
Es ist nämlich die Gruppirung @“), durch die folgenden Reeursionsformeln 


bestimmt: 


Y(1) Pe Y Y 
Ga — G ar. . . . zm (Fr, 

2) _ 00) (1) 
Ga) un I (1) ei . . . .._—n f ,(1)> 
(4%) u 42 (G“) 
1,0) T (2) we . . . us T (2) 9 
im) u (m—1) m—1) 
Gin) a. Gm-1) .0o . 2 D Mi. Gm -1) $ 


wo stets die unteren Indices die Anzahl der Elemente angeben, aus denen 
die betreffenden Intervalle bestehen. Ich setze 


ud — y) _1 
ud = v® _y® 
u a 
ul”) Bun in) _ „ir 


und behaupte dann, dass die so entstehenden, ganzen positiven Zahlen 
u, u”, ..., «“” von derjenigen Beschaffenheit sind, welehe unser Hülfs- 
satz verlangt. In der That: es ist eben bewiesen worden, dass in der 
er “ . m Y R . E Y(m) n . R » i R 
vorgelegten Reihe a,, a, a, ... die Gruppirung @',, unendlich oft vor- 
kommt, d. h. es giebt unendlich viele ganzzahlige Werthe von «, für welehe 


2 Y(rm) 
u; G m) 


HH) -1 


Au% +1 ... u, 


14* 
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wird. Aus dem Aufbau der. Gruppirung G), folgt dann 


177 - G, 

G +0 ya G, 

@ 4,0) En G +44) =6G, 

Gr TR TR 7 en © G, 


G, 


ET TE ur du d 4... + ulm) 
und damit ist der Hülfssatz bewiesen. 

Wir kehren jetzt zu der anfangs gestellten Frage zurück und be- 
weisen zunächst das folgende Theorem: 

I. Wenn f(x, t) eine irreducible ganze rationale Function der beiden 
Veränderlichen x und t mit ganzzahligen Coefficienten bezeichnet, so ist es 
stets auf unendlich viele Weisen möglich, in f(x, ) für t eine ganze rationale 
Zahl einzusetzen, so dass dadurch die Function f(x, t) in eine irreducible 
Function der einen Veränderlichen x übergeht. Dabei heisst eine ganze ratio- 
nale Function mit ganzzahligen Coefficienten irreducibel, wenn sie nicht als 
Product mehrerer solcher Functionen mit ganzzahligen Coefficienten dargestellt 
werden kann. 

Wir setzen 

fx, D = Txe"+T,x""+--+T,, 


wo T, T,,..., T, ganze rationale Functionen von £ mit ganzzahligen 
Coeffieienten sind, und nehmen dann — im Gegensatze zu der in obigem 
Theoreme ausgesprochenen Behauptung — an, dass die Function f(x, t) 


stets gleich einem Producte zweier oder mehrerer ganzer ganzzahliger 
Funetionen von z wird, sobald wir für # irgend eine ganze positive, ober- 
halb einer bestimmten Grenze C gelegene Zahl einsetzen. Vermöge der 
Yy 
T 


1 N —1 n—? 
f(z, ) = Tr-1 19" + Sy" +8; y +++S,}, 


Substitution x = erhalten wir 


wo S, 8 ..., S, wiederum ganze ganzzahlige Functionen von £ bedeuten, 
und es wird dann auch die Function 


Dry Try" ++, 
redueibel für jeden positiven ganzzahligen Werth von f, welcher eine ge- 
wisse Grenze 0’ überschreitet, wo € —C und überdies so gross gewählt 
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sein möge, dass die Function T für alle über ©’ hinaus liegenden Werthe { 
von Null verschieden bleibt. 


Wir entwickeln jetzt die a Wurzeln y,, Y» -.., y, der Gleichung 
y’+Sy Sy + S, — () 


in der von Puiseur*) zuerst angegebenen Weise nach fallenden ganzen 
1 


Potenzen von =", wo k eine in bekannter Weise zu bestimmende positive 
1 


ganze Zahl ist, und wo unter £* der positive reelle Werth der Wurzel ver- 
standen werden soll. Zu Anfang der Entwickelungen erhält man eine end- 
liche Anzahl von positiven ganzen Potenzen von r. Es sei % der höchste 
positive Exponent von z, welcher auftritt; wir finden dann die Ent- 
wickelungen: 


- e 7ı Ö 
h h—1l ı ] DO, 1 
= at Ur... +44 a 
Yı N P, | Pe 7? 2 
h h—1 2 T, | 0, | 2 
Yı = art +P,T +++ T ki T- T T’ 
# | h—1 ı ) N, N On ' 0, 
Y, u: a7 P,1 u Kae m T | T’ ig Ir | er 


wo die Coefficienten a, ß, ..., 4, 71, @, 0, ... sämmtlich völlig bestimmte 
rationale oder irrationale, reelle oder imaginäre Zahlen sind. Die gefun- 
denen Potenzreihen convergiren stets, wenn i=1r" eine gewisse positive 
Grösse C” übersteigt. 

Wir wählen zunächst unter den » Wurzeln y,, 9% ..., 9, irgend 
zwei aus, etwa y, und y,, und bilden dann die Potenzreihen für die beiden 
elementarsymmetrischen Functionen derselben, wie foigt 


yıty = (ut) HA +PR)UET re 
yy = oT + ta P)T + 
n(n—1) 


Da wir auf - 73 


n ° . . r m 
- (5) Weisen je zwei Wurzeln aus den » Wurzeln 


« ” ’ \ . N\ 
Yı Yo --., 4, auswählen können, so ergeben sich im Ganzen u Systeme 


*) Die Originalarbeit von Puiseuxr befindet sich in Liowvilles Journal Bd. 15, 16 
(1850, 1851). — Diese Potenzentwickelungen sind bereits von Herrn C. Runge dazu be- 
nutzt worden, um gewisse nothwendige Bedingungen dafür abzuleiten, dass eine Gleichung 


zwischen zwei Unbekannten unendlich viele ganzzahlige Lösungen besitzt, vgl. dieses 
Journal Bd. 100 S. 425. 
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von je zwei Potenzreihen. Wir wählen ferner aus den » Wurzeln y,, 
Yar +, 4. irgend drei aus, etwa Y,, Y», 9%, und bilden dann die Potenzreihen 
für die drei elementarsymmetrischen Functionen derselben, wie folgt 


YıtytYs == (u ++)’ HA +R+P)U +, 
Yyytyıytyy = (Mm+0,0;+0,0,)T" 
++ A tt; AB tm dt; A )T +, 


3h_| 


. 3;h— 
+0, +0, +; PT” IL... 


YıyYyy3 7 08, 020;T 


. ı /N . . . 
Da wir auf (2) Weisen je drei Wurzeln aus den » Wurzeln y.. Y, ..., 
auswählen können, so ergeben sich im Ganzen (3) Systeme von je drei 
. r.» . n ö 
Potenzreihen. In derselben Weise gelangen wir zu # Systemen von je 


. . n . “ . . 
vier Potenzreihen, zu ( n) Systemen von je fünf Potenzreihen u. s. f. Schliess- 


lich wählen wir unter den » Wurzeln y,, 9, ..., y. irgend »—1 aus etwa 
Yı Yo +++, 9%n1 und bilden die Potenzreihen für die a—1 elementarsymme- 
trischen .Funetionen derselben, wie folgt 


| \ | ei, / je 
Yyıtyıt "+ Yn-ı — (a, ++ -+0,_,)7 + BA +P+-+P,_)7T TERN 
YıYyı---Yn-ı — ER 


+8... Br te... DL 


n—2/| 
= i ul u’. n - 
Es ergeben sich auf diese Weise * .; = n Systeme, von denen jedes aus 


n—1 Potenzreihen besteht. 
Wenn wir jetzt noch die » ursprünglichen Potenzreihen hinzunehmen 
und jede von diesen für sich als ein System zählen, so haben wir ins- 


n n n . . 
gesammt n+(5) +(3) z a +(, „) = 2”—2 Systeme von Potenzreihen. Diese 


2”—2 Systeme von Potenzreihen wollen wir in eine bestimmte Reihenfolge 
bringen und mit den Nummern 1, 2, ..., 2”—2 versehen. 

Nachdem dies geschehen ist, bestimmen wir eine Primzahl p, welche 
grösser ist als jede der beiden Grössen C’ und €’, und denken uns dann 


in sämmtliche Potenzreihen unserer 2”—2 Systeme für r den positiven 
1 
reellen Werth von p“ eingesetzt. Da unserer früheren Annahme zufolge 


die ganze ganzzahlige Function g(y,p) redueibel wird, d.h. in zwei ganze 
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ganzzahlige Functionen von y zerlegt werden kann, so muss unter den 
2"—2 Systemen von Potenzreihen mindestens ein System existiren, dessen 


sämmtliche Potenzreihen sich gleich ganzen rationalen Zahlen ergeben, 
1 


wenn man ihre Werthe für @=p* berechnet. Das erste dieser Systeme 


habe die Nummer a. Wir setzen ferner =2p‘. Da infolge unserer An- 
nahme die Function g(y, 2’p) reducibel wird, so muss wiederum unter den 


2”"—2 Systemen von Potenzreihen mindestens ein System existiren, dessen 
1 


sämmtliche Potenzreihen für «= 2p* ganzzahlige Werthe annehmen. Das 


erste dieser Systeme besitze die Nummer a. In Folge der Substitution 
1 


t=3p* mögen alle diejenigen Potenzreihen ganzzahlige Werthe annehmen, 
welche dem Systeme mit der Nummer a, angehören u. =. f. 

Durch dieses Verfahren ist eine unendliche Zahlenreihe «,, «a. a... ... 
definirt, in welcher allgemein a, eine der 2"—2 ganzen Zahlen 1, 2, ..., 2’—2 
bedeutet. Wir wenden auf diese unendliche Reihe den oben bewiesenen 
Hülfssatz an, indem wir a4=2"—2 und m=(n—1)h-+1 setzen. Es lassen 
sich dann zufolge jenes Satzes m Zahlen u”, u”, ..., «” so bestimmen, 
dass die 2” Elemente 


Gy; 


G 4,09 


® +29 4 (2)? 


Bu JPRFIER €) Ba JFRGER €» EYOR BER JPRTER €) PTR C)7 Bam JPG» IROR C> EUR) 


Get Ge te 9 DH... + ul) 
für unendlich viele ganzzahlige Werthe « sämmtlich gleich der nämlichen 
Zahl @ sind, wo @ eine der Zahlen 1, 2, ..., 2”—2 bedeutet. Es möge 
nun zu der Nummer @ etwa das folgende aus » Potenzreihen bestehende 
System gehören: 


Yyıtyat +Y, .. A, I"! 4+B, 7" 4 ie FA,+ u + * + = oz , 
2 : a a 
YıYa-..y, = A,t"+B,r" +. +N, + =% : + az 


Die Coeffieienten A, B. ..., A, TT, P, Z,... sind sämmtlich völlig be- 


oO 
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stimmte rationale oder irrationale, reelle oder imaginäre Zahlen; einige der- 
selben haben den Werth Null, da ja die positiven Exponenten von r im 


Allgemeinen kleiner sein werden als m—-1=(n—1)h. Wir setzen in die 
1 


obigen v Potenzreihen = op“ ein und erhalten dann 


n— m—?2 P, ı R, S, 
yıt9y.++y, = A10""+B,0" +. +L,+ Pr 0 ea 


0 10] 


Yıya-.Y, = A,0""+B,0"" +... +L,+ = ++ +, 
wo die Coeffieienten A, B, ..., L, P,R, S,.... wiederum bestimmte 
numerische Grössen sind. 

Es giebt, wie unsere Entwickelungen zeigen, unendlich viele ganze 
Zahlen « derart, dass in den letzten Formeln die rechten Seiten sämmtlich 
ganze Zahlen darstellen, sobald wir für o eine der ganzen Zahlen 

it, 
u+u), 


u+u), u+ru®!+u®M, 


utrum, u+u!+uM, u+uM+uN, u+u!+HuM+ u, 


u+u”, utru®!+um, u+rutd+um, ..., utu®+um9+..+ u 
einsetzen. Wir wählen jetzt irgend eine von den » Potenzreihen des in 
Rhede stehenden Systems aus, etwa die Potenzreihe 


h m— ERBE, DEE P R Ss, 
15 (0) == A,0 '+B,o +++ - + ; du fe 


17 
und bilden aus derselben die folgenden m Potenzreihen 
BO) = Bo)-Ba+um), 
BO) = BOB lc+um), 


P(0) = PODD-POD (tu) 
Aus der vorhin bewiesenen Thatsache folgt, dass auch jede von diesen 


m Potenzreihen für unendlich viele ganzzahlige Argumente o=u ganz- 
zahlige Werthe annimmt. Wir setzen ferner zur Abkürzung 


Pm-ı(0) u A,0""+B,0”" "+... +L.. 
Die weiteren Coeffieienten P,, R,, S,, ... der Potenzreihe P(o) seien nicht 
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sämmtlich gleich Null, und es bezeichne = das erste Glied, dessen Coeffi- 
eient V, nieht verschwindet. Wir erhalten dann 


#3 l 
RU Ö = (0 O)—1t Ö ut’) - } Zn 
T: ( ) Pn—ı( ) Fin ı( + J 1 0’ (+ u)) 
Hier ist die erste auf der rechten Seite stehende Differenz eine ganze ratio- 
nale Funetion vom (m—2)ten Grade in 0; wir setzen 

Pn-r(0) = Pan -ılO)—- Pu lot u). 
Die übrigen Glieder auf der rechten Seite entwickeln wir nach fallenden 
Potenzen von 0; es wird dann 


a v 
POL) = ul) tude Mt 
“ 0’ 
In entsprechender Weise erhalten wir 
e) AN. „Ü) (2). / N ri 
I) = p,-3,(0) Fu" uMolo+1 I 
\ ) HH 


wo g,„-3(0) eine ganze rationale Function vom (m—B)ten Grade in o be- 
deutet. Nach m Schritten gelangen wir schliesslich zu der Formel 
y 


Yın N 1 > m / f \ f 
Br) = u "u... u"olo+l)...(oe+m-—1) 
) \ . ’ O3 


Da diese Potenzreihe mit negativen Potenzen von o beginnt, so lässt sich 
eine positive Grösse /' angeben derart, dass für alle diese Grenze 7' über- 
schreitenden Werthe von o der Werth der Potenzreihe absolut genommen 
kleiner als Eins ausfällt. Andererseits wird die Potenzreihe B”’(o) für un- 
endlich viele ganzzahlige Argumente o selbst gleich einer ganzen Zahl, und 
da eine ganze Zahl, deren absoluter Betrag unterhalb der Einheit liegt, 
nothwendig gleich Null sein muss, so folgt, dass es unendlich viele ganz- 
zahlige Werthe von o giebt, für welche die Potenzreihe %”’ (0) verschwindet. 
Aus der letzten Formel ergiebt sich aber 

L [Bl] = u” u"... u"o(o+1)...(e+m-1)V,, 

o=« 
wo der Ausdruck rechter Hand eine von Null verschiedene Grösse darstellt. 
Dieser Umstand steht mit der eben bewiesenen 'T'hatsache in Widerspruch, 
und es ist daher unmöglich, dass unter den Coefficienten P,, R,, 8,. 
ein von Null verschiedener Coefficient V, auftritt. In derselben Weise folgt, 
dass auch die Coeffieienten P;,, R,, S,, .... P,, R,, S,, ... sämmtlich 


Journal für Mathematik Bd. UX. Heft 2. 15 
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gleich Null sind, und wir erhalten daher die Gleichungen: 


yıtyat +9, = A,0""+B,0"" +. +L,, 


Yıya...Y, = A,0"7"+B,0" +. +L,. 
Da die rechten Seiten für unendlich viele ganzzahlige Werthe von o 
ganze Zahlen darstellen sollen, so folgt leicht, dass die Coeffieienten A, 
B,..., L sämmtlich rationale Zahlen sind*). Führen wir wiederum die 


Veränderliche 7 ein, indem wir o=rp " setzen, so wird 


m—1 m—? 


I 


YyıtyıTtr +, A,p k T"'+-B,p k "+. +L,, 


m—1 m—? 


k m—1 k 


YıYa-..4, = A,p T +B,p I" ee +L,. 

Die bisherigen Entwickelungen ergeben das folgende Resultat: Be- 
stimmen wir irgend eine Primzahl p, welche oberhalb einer gewissen 
Grenze liegt, so giebt es unter den oben aufgestellten 2”—2 Systemen von 
Potenzreihen mindestens eines, dessen Funetionen die eben angegebene 
Gestalt annehmen, wobei die Coefficienten A, B, ..., L sämmtlich rationale 
Zahlen sind. 

Wir bestimmen 2”—2 Primzahlen p', p", ..., p® "”, welche unter 
sich verschieden und grösser sind als die Primzahl p. Auch für jede dieser 
Primzahlen giebt es dann unter den in Rede stehenden 2”—2 Systemen 
von Potenzreihen eines von der entsprechenden Gestalt. Da aber die An- 
zahl der Primzahlen p, p', p", ..., p® "” gleich 2”"—1 ist, während die 
Anzahl der Systeme nur 2”—2 beträgt, so muss es nothwendig ein System 
geben, dessen Funetionen eine doppelte Darstellung zulassen. Es sei etwa, 
wie oben 


m—| m—?2 


| N m—1l ı ET m—?2 
y+tyt++y, = App " ""+Bp "tee +L, 


m—] mn —? 


ne 5 „nu f 
Yıya-.g, = A,P "'+-B,p "tee +L, 


*) Man darf nicht schliessen, dass jene Coefficienten ganze rationale Zahlen sind, 
da es bekanntlich sehr wohl ganze rationale Functionen einer Veränderlichen giebt, 
welche für alle ganzzahligen Werthe derselben ganzen Zahlen gleich werden und trotzdem 
sebrochene Coeffieienten besitzen; vgl. Math. Annalen Bd. 36 S. 512, wo ich die allge- 


meinsten Functionen solcher Art aufgestellt habe. 
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und zugleich 
m—1 2. m—? 
Yıtyt "ty, zn A,p s een = B,p Kam! ı . En 
m—| m 2 
Yyılı-y, = Ap '" @m+Bp * Tr. +L,. 
Durch Vergleichung der nämlichen Potenzen von r auf der rechten Seite 
ergiebt sich 


m—1 m—|] m 1 m l 


BE FEN AR? al! 


m—?2 m—? m—?2 


Ba! a tan! „Kr 

L, = ha, TUTEHRREEN  ,. 
Da die Coeffieienten A, B,...,L, A’, B', ..., L' sämmtlich rationale Zahlen 
sind und p, p’ zwei von einander verschiedene Primzahlen bedeuten, so 
zeigen die gefundenen Gleichungen, dass nur diejenigen Coeffieienten von 
Null verschieden sein können, für welehe der zugehörige Potenzexponent 
von z eine durch % theilbare Zahl ist, d. h. die Funetionen unseres Systems 
hängen ganz und rational von 7* ab, und wenn wir 7 =! setzen, so wird 


| 
ıi\/9 


Yıry tt, —— F (f 
vv /4N 
Yıyıy, = F,(Ö, 
wo Fı(t), ..., F,(t) ganze rationale Functionen von £ mit rationalen Zahlen- 
coefficienten sind. Das gefundene Resultat zeigt, dass die ganze rationale 
Funetion g(y, t) durch die ganze rationale Funetion 


Y(y, !) — y”—F(ü)y’ LE Oy°+--H4(—1)F f 


/ ’ 


theilbar sein muss, d. h. es ist 
in: \w'r j' 
9(Y; ) = ry, E) r (Y, 8), 
wo F und 7’ ganze rationale Functionen von y und £ mit rationalen Zahlen- 
coeffieienten bedeuten. Mittelst der Substitution y==xT erhalten wir hier- 
aus für die ursprünglich vorgelegte Function die Gleichung 
Plz, D)P'(r, t) 
f(&; ) -— AT! , 
wo Pla, t) und Plz, t) ganze rationale Functionen von = und Z mit 
ganzzahligen Üoefficienten bedeuten, während A eine ganze Zahl und 
15 * 
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T eine ganze ganzzahlige Function der einen Veränderlichen £ ist. Bezeich- 
net dann P irgend eine in A oder in sämmtlichen Coefficienten von T auf- 
gehende Primzahl, so wird der Quotient 
Dez, )D'(e, t) 
P 
gleich einer ganzen ganzzahligen Function von x und £, und hieraus folgt 
leicht durch bekannte Schlüsse, dass entweder die sämmtlichen Coeffieien- 
ten von P(x, f) oder diejenigen von P(x,t) durch P theilbar sein müssen. 
Wenn ferner U(f) eine ganze „anzzahlige irredueible in T aufgehende 
Funetion von £ bezeichnet, so wird der Quotient 
P(z, DD (z, t) 
U) 
ebenfalls gleich einer ganzen ganzzahligen Function von z und f, und 
hieraus folgt in ähnlicher Weise, dass entweder in Pr, t) oder in Pr, i) 
die sämmtlichen Potenzen von x mit Functionen von £ multiplieirt sind, 
welche die Funetion U(d) als Faetor enthalten. Durch Fortheben der 
sämmtlichen Primzahlen ? und irreduciblen Funetionen U(t) gelangen wir 
zu einer Gleichung von der Gestalt 
fa, = p(z, Dp(z, N, 
wo g(z,t) und p(x,t) ganze rationale Funetionen von z und £ mit 
eanzzahligen Coefficienten sind. Diese Gleichung sagt aus, dass die 
ursprünglich vorgelegte Function f(x, f) redueibel ist. Da aber diese 
Folgerung mit der Voraussetzung unseres T'heorems in Widerspruch steht. 
so ist unsere anfangs gemachte Annahme unzulässig, d.h. es giebt keine 
Grenze ( derart, dass die vorgelegte Function f(z,t) für alle diese Grenze 
C© übersehreitenden ganzzahligen Werthe von £ redueibel wird, und damit 
ist der Beweis unseres Theorems vollständig erbracht. 

Der Kürze wegen habe ich die ganze Untersuchung so geführt, 
dass dieselbe nur die Existenz einer Zahl ? von der im T’heorem verlang- 
ten Beschaffenheit erkennen lässt. Es kann jedoch die Entwickelung ohne 
Schwierigkeit so ergänzt werden, dass aus derselben zugleich hervorgeht, 
wie sich eine solche Zahl £ mittelst Rechnung durch eine endliche An- 
zahl von Handlungen wirklieh finden lässt, sobald eine bestimmte ganz- 
zahlige Funetion vorgelegt ist. 

Im Folgenden beschäftigen wir uns mit einigen Verallgemeinerungen 
und Anwendungen des eben bewiesenen 'T'heorems I. Dabei genüge hin- 
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sichtlich der Beweise der Sätze eine kurze Andeutung der anzuwendenden 
Schlüsse. 

Zunächst nehmen wir an, es seien statt der einen irredueiblen 
Function f(z, Ü) mehrere irreducible Funetionen f(x, © 


J “ 


Me, 0, 2. BR, 
vorgelegt. Wir finden dann durch eine leicht erkennbare Abänderung des 
obigen Schlussverfahrens den folgenden Satz: 

Wenn f(x, Ü, ga, OD), ..., k(xz, Ü) sämmtlich ganze ganzzahlige 
irreducible Functionen der beiden Veränderlichen x und t sind, so ist es stets 
auf unendlich viele Weisen möglich, für I eine ganze rationale Zahl einzu- 
setzen, so dass dadurch jede dieser Functionen f(x, DM. ga, tb. ..., kr, t 
in eine irredueible Function der einen Veränderlichen x übergeht. 

Sprechen wir diese T'hatsache für das Produet F(z, f) der sämmt- 
lichen vorgelegten Funetionen f(z, Ö. ga, DM, ..., k(x, t) aus, so ergieht 
sich der Satz: 

In einer beliebig gegebenen ganzen ganzzahligen Function Fr, I, der 
beiden Veränderlichen x und t lässt sich stets für t auf unendlich viele Weisen 
eine ganze Zahl derart einsetzen, dass in bezug auf die Veränderliche x die 
entstehende Function genau in ebenso viele ganze ganzzahlige irreduecible 
Functionen zerfällt, wie die ursprüngliche Function F(x, t) bei unbestimmtem 
Parameter t. 

Schwieriger ist es, unser T['heorem I sowie die eben erwähnten Fol- 
serungen auf den Fall auszudehnen, dass die gegebenen Funetionen statt 
der einen Veränderlichen z beliebig viele Veränderliche x, y, ..., © und 
statt des einen Parameters £ beliebig viele Parameter #, r, ..., g enthalten. 
Um diesen allgemeinsten Fall zu behandeln, beweisen wir zunächst den 
folgenden Satz: 

Wenn F(z,t,r,...,gq) eine irreducible ganze ganzzahlige Funetion 
der Veränderlichen z und der Parameter £, r, ..., qg bezeichnet, so kann 
man stets für £, r, ..., q lineare ganze ganzzahlige Functionen eines Para- 
meters x einsetzen, so dass dadurch die Funetion F(z,f,r,...,q) in eine 
irredueible Funetion der beiden Veränderliehen x und x übergeht. “) 

Ks sei 

Fahr...) leere + th 


*) Vgl. die von L. Kronecker zu ähnlichem Zwecke angegebene Substitution: Grund- 


züge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen, dieses Journal Bd. 92, S. 11. 
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wo f, fi, -:-, f„ ganze ganzzahlige Functionen von £, r, ..., q sind. 
Setzen wir hierin 2 = n ein und multiplieiren dann mit f”"', so ergiebt 


sich eine Funetion, welche ebenfalls irredueibel ist und die Gestalt 
Pr 1 re an | 
Gy, Zu Per 9=%Y TNMyTHtrg 
besitzt, WO 9, ».., 9, wiederum ganze ganzzahlige Funetionen von £#, r,...,q 
sind. Wir bilden die Diseriminante D des Ausdruckes rechter Hand; die- 
selbe ist eine ganze Function von £, r, ..., q, welche nicht identisch für 
alle Werthe dieser Parameter verschwinden kann, da in diesem Falle 
G(y,t,r,...,g) einen quadratischen Factor enthalten und somit reducibel 
sein müsste. Wir bestimmen ein System von ganzen rationalen Zahlen 
t=I, r=Tr, ::. 9Q=>9 
für welche D nicht Null ist, und setzen diese ganzzahligen Werthe in die 
Funetion G@(y,t,r,...,g) ein. Die so entstehende Funetion von y zerlegen 
wir in ihre irredueiblen ganzen ganzzahligen Factoren: es sei 


Gy, bo, Fu, + 9) = PW):--2W): 


wo g(y), ».., z(y) ganze ganzzahlige Funetionen beziehentlich vom 
vten, ..., «ten Grade in y sind. 


Nunmehr betrachten wir die durch die Gleichung 
Gy, bt, r,..,g) =Vd 
bestimmte algebraische Function y; die Entwickelung dieser Function an 
der Stelle t=4, r=r,, ..., g=4q liefert » Potenzreihen, welche nach 
ganzen positiven Potenzen der Grössen 
! / ! 
t -— t—Iy. r= r—T,ı, a q nn 1 


fortschreiten und von folgender Gestalt sind 


y = Zaren, ,.g” 
Y, en Zalten)grpe a q” 


er ‚(T,0,...,%) g’r „'o I 
Yn u, = 2Yı t’ı De 


p 5" SE ZEIE 27 3 r? q“ 


Yn — u u 


(T,0,.,2#2=1,2,3,...) 


Dabei sind die eonstanten Glieder der v ersten Potenzreihen «af$"""”, ..., 
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0" gleich den » Wurzeln der Gleichung gY(y)= 0 und die constanten 
Glieder der « letzten Potenzreihen yi""”, ..., 75°” sind gleich den 
u Wurzeln der Gleichung x(y)=0. Wir bilden jetzt die elementarsymme- 
trischen Functionen der » ersten Entwickelungen und erhalten dadurch die 
folgenden » Potenzreihen 


2 > IN (T,0,...2)3%' „'0 I% 
Y, +++, — ZA, ( IE! ur ; 


Yı En Y, — zare gt ae 1”; 


((,,.„2=1,2, Be 
so fortfahrend bilden wir schliesslich die elementarsymmetrischen Functionen 
der « letzten Entwickelungen, wie folgt: 


Yaru+ı 1 I r Yn en ° 2 äh Ir er 9 


RUE PER ED > Sale 2 1 ZUE 2 
ee iu 
Wir sind somit zu Systemen von Potenzreihen gelangt, von denen das erste 
System aus » Potenzreihen und das letzte System aus « Potenzreihen be- 
steht: die Ooefficienten A, ..., FT dieser Potenzreihen sind rationale Zahlen, 
und es brechen jedenfalls die Potenzreihen eines Systems nicht sämmtlich 
im Endlichen ab; denn dieser Umstand hätte, wie man leieht zeigt, die 
Redueibilität der Function G@(y, t,r,...,q) zur Folge. Wir combiniren nun- 
mehr noch die verschiedenen Systeme von Potenzentwickelungen unter ein- 
ander, z. B. die Entwiekelungen y,, ..., 9, und Yy,_aurı +: 9, und stellen 
dann auch für diese combinirten Systeme die elementarsymmetrischen Fune- 
tionen auf, so dass wir schliesslich zu einer jeden irredueiblen oder redu- 
eiblen in @(y, tu, Fo, +++, gu) aufgehenden ganzzahligen Function je ein System 
von Potenzreihen mit folgenden Eigenschaften erhalten: die Üoefficienten 
der Potenzreihen sind rationale Zahlen, und es brechen jedenfalls die 
Potenzreihen eines Systems nicht sämmtlich im Endlichen ab. 

Nachdem dies geschehen ist, setzen wir 

"7 GR 27% TO dr 

und verwandeln dadurch unsere Potenzreihen in Potenzreihen der einen 
Veränderlichen «: es ist dann unsere Aufgabe zu zeigen, dass man stets 
für £, 7, ».., g, ganze rationale Zahlen so wählen kann, dass auch nach 
dieser Substitution die Potenzreihen eines Systems nicht sämmtlich im End- 
lichen abbrechen. Um diesen Beweis zu führen, bezeiehnen wir mit E 




















120 Hilbert, über die Irreducibilität ganzer rationaler Functionen. 


eine Zahl, welehe grösser ist als die Summe der Exponenten der höchsten 
Potenzen von #, r, ..., q, welche in dem Ausdruck @(y, t,r,...,q) vor- 
kommen. Es sei ferner Af"“r"°...g”” ein solches Glied in einer dem 
ersten System angehörigen Potenzreihe, für welches der Coeffieient A von 
Null verschieden ist und ausserdem die Exponentensumme 7,+0,+:- +, 
die Zahl E übertrifft; wir wählen auch in jedem der übrigen Systeme von 
Potenzreihen ein Glied von der nämlichen Beschaffenheit aus, und es sei 
etwa FE r"7...g” ein Glied in dem zum Factor x gehörigen Systeme, 
dessen Üoefficient T_ von Null verschieden und wo 7,+0,+-- +2, grösser 
als die Zahl E ist. Wie eine einfache Ueberlegung zeigt, kann man für 
b. Tr, 2... 9, ganze rationale Zahlen derart wählen, dass in den so ent- 
stehenden Potenzreihen der Veränderlichen x beziehentlich die mit 


re„.tr’ +, 


TEN ‘, 
multiplieirten Glieder Coeffieienten haben, welche von Null verschieden 
sind. Hieraus folgt aber, dass die einem und dem nämlichen System an- 
gehörigen Potenzreihen für die Veränderliche # nicht sämmtlich im End- 
lichen abbrechen können; denn wäre dies der Fall, so müsste nothwendig 
die Funetion @(y, t,r,...,g) nach Einführung der Werthe 


t=tburl, r=rüutt, :-:, g=>-Ur 
in eine Funetion von y und a übergehen, welche in zwei oder mehr ganze 
eanzzahlige Faectoren zerfällt. Es würde aber dieser Umstand seinerseits 
erfordern, dass in den sämmtlichen dem Systeme angehörigen Potenzreihen 
die Coeffieienten aller derjenigen Glieder verschwinden, für welche der Ex- 
ponent der Potenz von « die Zahl E überschreitet, und letzteres ist that- 
sächlieh nieht der Fall. Damit haben wir bewiesen, dass auch nach Aus- 
führung jener Substitution die Potenzreihen eines Systems nicht sämmtlich 
im Enndlichen abbrechen, und hieraus wiederum folgt, dass die aus G@(y,t;r,...,q) 
vermöge jener Substitution entstehende Function der beiden Veränderlichen 
y und = nothwendig irredueibel ist. Wenn wir jetzt in der ursprünglich 
vorgelegten Function Fe, t,r,...,g) Jene Substitution ausführen, so folgt, 
dass die entstehende Funetion der beiden Veränderlichen x und » jedentalls 
nicht in mehrere von x abhängige Factoren zerfallen kann. Es bliebe 
mithin nur noch die Möglichkeit übrig, dass die aus Fr, f,r,...,gq) ver- 
möge jener Substitution entstehende Function einen Factor besitzt, welcher 
allein die Veränderliche # enthält. Man kann aber, wie ersichtlich ist, die 
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ganzen Zahlen #, r,, ..., q, zugleich so wählen, dass auch dieser Fall 
nicht eintritt. Damit ist der Beweis für den vorhin ausgesprochenen Matz 
vollständig erbracht. Mit Hülfe dieses Satzes beweisen wir jetzt das tol- 
gende allgemeine 'T'heorem: 

Il. Wenn F(z,y,...,w:t,r,...,q) eine irredueible ganze ganzzahlige 
Function der Veränderlichen x, y. ..., w und der Parameter t, r., q 
bezeichnet, so ist es stets auf unendlich viele Weisen möglich, für die Para- 
meter t, r, ..., q ganze rationale Zahlen einzusetzen, so dass dadurch die 
Function F(z,y,....w: t,r,...,q) in eine irreducible Function der Veränder- 
lichen x, y ..., w übergeht. 

Wenn wir in der vorgelegten Function F(z.y,....w: t,r,....g) die 
Substitution 


Y = nT, B. 0: #8 n = WI 

vornehmen und dann die etwa als gemeinsamer Faetor auftretende Potenz 
von x fortlassen, so entsteht eine Function @(z, n,....®, t,r,....q) der 
Veränderlichen x und der Parameter n, ..., o, £, r, .... q, welche eben- 
falls irredueibel ist. Wir setzen zunächst nach dem eben bewiesenen Satze 
für diese Parameter lineare ganzzahlige Functionen eines einzigen Para- 
meters x ein, nämlich 

n=NUuUTNos +: DWZEWUrTW,, 

t=tu ri, :-:» g=U +0, 
so dass jene Funetion übergeht in eine irredueible Funetion g(z,«) der 
beiden Veränderlichen x und x. Es lässt sich dann nach unserem T'heo- 
reme 1. für # eine ganze rationale Zahl «, einsetzen, so dass die Funetion 
g(z, u,) eine irredueible Function der einen Veränderlichen x wird. Nun- 
mehr erkennen wir, dass die ursprünglich vorgelegte Function F(x, y,.... w: 
t,r,....q) nothwendig in eine irreducible Funetion der Veränderlichen x, 
Y, .... @ übergeht, wenn wir für die Parameter die ganzen Zahlen 

=tu+rbh, rent Je mMWutg 

einsetzen; denn die so entstehende Function würde in eine irredueible Fune- 


tion der einen Veränderlichen x übergehen, wenn wir überdies noch setzen: 
f ' , \ 
y==nWNM)L, :-:, v= (0m +w)t 


und von einer etwa als Factor auftretenden Potenz der Veränderlichen x 
absehen. Damit ist der verlangte Nachweis geführt. 
Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 2. 16 
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Wir haben bisher in allen unseren Entwickelungen und Betrach- 
tungen über die Irredueibilität stets den Bereich der rationalen Zahlen zu 
Grunde gelegt: eine ganze Function wurde dann kurzweg irredueibel ge- 
nannt, wenn sie sich nieht als Produet von mehreren ganzen Functionen 
mit ganzzahligen rationalen Coefficienten darstellen liess. Es ist jetzt noth- 
wendig, die gefundenen Sätze auf den Fall eines beliebigen durch eine 
algebraische Zahl bestimmten Rationalitätsbereiches auszudehnen. Wir 
nennen dementsprechend, wie es üblich ist, eine ganze rationale Function, 
deren Coeffiecienten einem gegebenen durch eine algebraische Zahl be- 
stimmten Rationalitätsbereiche angehören, irredueibel in diesem Bereiche, 
wenn sie nicht als Product von mehreren ganzen rationalen Functionen 
dargestellt werden kann, deren Üoefficienten in eben jenem Rationalitäts- 
bereiche liegen. Es gilt dann das folgende Theorem: 

IIl. Wenn die Function F(x,y,...,w; t,r,...,gq) in einem gewissen 
durch eine algebraische Zahl bestimmten Rationalitätsbereiche ürreducibel ist, 
so ist es steis auf unendlich viele Weisen möglich, in dieser Function 


Fax, y,...,w:t#,r,...,g) für die Parameter t, r, ..., q ganze rationale 
Zahlen einzusetzen, so dass dadurch diese Function in eine Function der Ver- 
änderlichen x, y, ..., w übergeht, welche in eben jenem Rationalitätsbereiche 


irreducibel ist. 

Das eben ausgesprochene Theorem III. lässt sich auf das Theorem II. 
zurückführen, und zwar mit Hülfe eines Verfahrens, welches L. Kronecker *) 
anwendet, um in einem beliebigen Rationalitätsbereiche die Zerlegung einer 
ganzen rationalen Funetion in ihre irredueibeln Factoren zu bewirken. 
Wir sorgen nöthigenfalls zunächst durch Multiplieation mit einer Zahl des 
gegebenen Bereiches und durch geeignete Transformation der Veränder- 
lichen dafür, dass die Function F mindestens ein Glied mit einem ganzen 
rationalen Coefficienten enthält, und dass ausserdem alle zu F conjugirten 
Funetionen von einander verschieden sind. Wir bilden das Produet dieser 
sämmtlichen conjugirten Funetionen und erhalten dann nach Multiplieation 
mit einer geeigneten ganzen rationalen Zahl eine ganze rationale Function 
G von z, Y :.., ©, #, Tr, ..., q mit ganzen rationalen Coefficienten, welche 


- 


im Bereiche der rationalen Zahlen irredueibel ist. Es lassen sich daher 


*) Vgl. Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen, dieses 


Journal Bd. 92 S. 12 und 132. 
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zufolge des T'heorems II. für £, vr, .... q ganze rationale Zahlen so be- 
stimmen, dass nach deren Einsetzung @ in eine Function der Veränder- 
lichen x, y, ..., © übergeht, welche im Bereiche der rationalen Zahlen 
irredueibel ist. Wie leicht gezeigt werden kann, geht dann die ursprüng- 
lich vorgelegte Function F(x, y,...,w;t,r,...,q) nach Einsetzung der näm- 
lichen ganzzahligen Werthe für £, r, .... qg in eine Funetion der Veränder- 
lichen &, y, ..., w über, welche in dem gegebenen durch jene algebraische 
Zahl bestimmten Rationalitätsbereiche irredueibel ist. 

Wir wenden nun die gewonnenen Resultate auf die 'T’heorie der 
Gleichungen an. Es sei eine Gleichung »ten Grades in x vorgelegt von 
der Gestalt 

F,e"+F,a""+--+F, = 0), 


n 


deren Coeffieienten F,, F,, ..., F, ganze rationale Funetionen der Para- 
meter £, r, ..., g mit ganzen rationalen Zahleneoeffieienten sind. Um die 


Gruppe /' der Gleichung in dem durch die rationalen Zahlen und die Para- 


meter £, r, ..., q bestimmten hationalitätsbereiche zu finden, bilden wir 
das über alle Permutationen i,. &. .... 2, der » Zahlen 1. 2. ....n er- 


streckte Produet: 


Iu+z2,u+2,Wu+ + T; u,), 
wo u, %, %. ».., a, unbestimmte Parameter und z,, ©, ..., x, die n 


Wurzeln der Gleichung bedeuten. Dieses Product /Z7 wird nach Multipli- 
cation mit F}' eine ganze ganzzahlige Function der Unbestimmten », «,, 
re en Aa... q) ein ganzer 
ganzzahliger im Bereiche der rationalen Zahlen irredueibler Faetor dieser 
Function ist, so wird die gesuchte Gruppe /' durch diejenigen Permutationen 
bestimmt, welche die Function @ ungeändert lassen. Wie wir jetzt mit 
Hülfe der obigen Entwickelungen zeigen wollen, kann man in die vorgelegte 
Gleichung auf unendlich viele Weisen für die Parameter t, r, ..., q ganze 
rationale Zahlen derart einsetzen, dass die so entstehende ganzzahlige Glei- 
chung im Bereiche der rationalen Zahlen die nämliche Gruppe I besitzt. m 
dies zu beweisen, berechnen wir die Diseriminante D der vorgelegten 
Gleichung; dieselbe wird nach Multiplieation mit einer Potenz von F, eine 
ganze ganzzahlige nicht identisch verschwindende Function der Parameter 
tl, T, ..., 9. Wir können dann nach Theorem II. zunächst für # unbegrenzt 
viele ganze rationale Zahlen bestimmen, nach deren Einsetzung @ eine im 
16” 











_ 
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Bereich der rationalen Zahlen irredueible Funetion der Veränderlichen u, 
U nnes Mus Pr 2.0, G Wird. Unter diesen ganzen rationalen Zahlen t wählen 
wir eine solche aus, für welche D nicht identisch verschwindet. Hierauf 
bestimmen wir eine ganze rationale Zahl r, bei deren Einsetzung die Fune- 
tion @ eine im Bereiche der rationalen Zahlen irredueible Function der 
übrig bleibenden Veränderlichen wird, und für welche überdies die Diseri- 
minante D von Null verschieden bleibt. So fortfahrend erhalten wir für 
I, r, ..., q ganze rationale Zahlen, nach deren Einsetzung @ in eine ganze 
ganzzahlige irredueible Funetion g der Unbestimmten u, @,, ..., @, über- 
geht, und für welche die Diseriminante D der Gleichung eine von Null 
verschiedene rationale Zahl wird. Es ist nun einerseits offenbar, dass alle 
Substitutionen, welche @ zulässt, auch die Funetion g nicht ändern können, 
und andererseits kann die Funetion g ausser diesen Substitutionen nicht 
noch andere >Substitutionen zulassen, da die Ordnung der Gruppe für die 
entstehende ganzzahlige Gleichung jedenfalls nicht grösser als die Ordnung 
der Gruppe /' sein kann: 7’ ist mithin zugleich die Gruppe der durch Ein- 
setzung jener ganzen Zahlen entstehenden ganzzahligen Gleichung. 

Nehmen wir beispielsweise in einer Gleichung die Coefficienten 
selber als die unbestimmten Parameter £, r, ..., q an, so ist die Gruppe 7 
der Gleichung die symmetrische, und es folgt daher, dass es unbegrenzt viele 
(Gleichungen nten Grades mit ganzzahligen Coefficienten giebt, deren Gruppe 
im Bereiche der rationalen Zahlen die symmetrische Gruppe ist. 

Zu solchen Gleichungen kann man im Allgemeinen sogar gelangen, 
wenn man sich lediglich die geeignete Wahl des letzten Uoefficienten in 
der Gleichung vorbehält. Um dies einzusehen, nehmen wir in der Gleichung 


fi) =" +a 2" + +a,,c+t=0 
die Coeffieienten @,, @, ..., a,_, als ganze rationale Zahlen irgendwie an 
mit der Einschränkung, dass die Gleichung 
f (z) = nac""+(n—-1)a2”" "+ +a,_,=0 
lauter verschiedene Wurzeln besitzt und die Function f(x) für diese Wurzeln 
lauter verschiedene Werthe annimmt. Die Diseriminante der ersteren Gleichung 
wird dann eine ganze rationale Function (a—1)ten Grades in £, welche lauter 
verschiedene Linearfactoren besitzt. Aus diesem Umstande kann mit Hülfe der- 


jenigen Prineipien, welche Herr A. Hurwitz”) dargelegt hat, gefolgert werden, 


*) Mathematische Annalen Bd. 359 S.1. 
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u 


dass die Monodromiegruppe jener Gleichung bezüglich des Parameters # die 
symmetrische ist”). Aus dem vorhin bewiesenen allgemeinen Satze ergiebt 
sich sodann, dass man in unserer Gleichung auf unendlich viele Weisen für 
den letzten Ooefficienten t eine ganze Zahl derart einsetzen kann, dass die 
entstehende ganzzahlige Gleichung im Bereich der rationalen Zahlen die 
symmetrische Gruppe besitzt. 

Durch ähnliche Schlüsse sind wir im Stande zu zeigen, dass es un- 
begrenzt viele Gleichungen mit ganzen rationalen Zahlencoefficienten giebt, 
deren Gruppe im Bereiche der rationalen Zahlen die alternirende Gruppe ist. 
Zum Beweise brauchen wir einige Sätze, deren Richtigkeit man ohne 
Schwierigkeit mittelst derjenigen Methoden erkennen kann, welche Herr 
A. Hurwitz in den vorhin angeführten Arbeiten auseinandersetzt. Der erste 
dieser Sätze lautet, wie folgt: 

Es sei f(x) eine ganze rationale Funetion der Veränderlichen z vom 
geraden Grade z, welche den Factor x’ besitzt, und der Differentialquotient 
dieser Funetion habe die Gestalt 

f(z) = ne(z-a) (c—-b)'... (ek): 
dabei seien a, 5, ..., k von Null und unter einander verschiedene Grössen, 
und auch die Werthe f(a), f(b). ..., f(#) seien unter einander verschieden: 
dann ist die Monodromiegruppe der Gleichung 
f(z)+t = 0 
bezüglich des Parameters f gleich der alternirenden Gruppe. 

Wir berechnen zunächst die Diseriminante dieser Gleichung, indem 
wir uns dabei einer bekannten Formel für die Resultante zweier ganzen 
Funetionen bedienen. Wenn nämlich g(z) und w(x) zwei ganze rationale 
Funetionen der Veränderlichen z vom Grade v und « und mit den Nullstellen 
, Or 20 &, und A, Par ++, 9. bedeuten, und wenn wir dementsprechend 

ya) = alz—-a)(7—0;)... (2 —a,), 
v(z) = Pc—-P)ac-P:)... (2—P,) 


eilt die Formel 


setzen, SO g 


\ 


are Bf‘ (AN > 
R(y, w) EG [? Yf (1) f 2). +» Yf Pa) 


an Pa .Manf ass h ‚f \ 
: (—1)’*a"yla,)w(o,)... w(a,). 


*) Vgl. ausserdem A. Hurwitz: Ueber diejenigen algebraischen Gebilde, welche ein- 
deutige Transformationen in sich zulassen. Nachrichten der Kgl. Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Göttingen, 1887 S. 103, wo die oben von mir benutzte Thatsache ebenfalls 
zur Geltung kommt. 
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Mit Hülfe derselben finden wir für die Diseriminante der obigen Gleichung, 
d. h. für das Product der quadrirten Wurzeldifferenzen, den Werth 


D = wel) HESO)HR) (FO +R). 


und das Produet der Wurzeldifferenzen selbst wird daher 


D! = nt(lfa)+P)F)+R)...(FD-+R). 

Wir setzen jetzt für a, b, ..., k irgend welche rationalen positiven und 
von einander verschiedenen Zahlen. Nach Annahme dieser Zahlen ist f(x) 
völlig bestimmt, und auch die Werthe f(a), f(b), .... f(k) sind unter ein- 
ander sämmtlich verschieden; denn es ist beispielsweise f(b)—f(a) gleich 
dem von a bis b erstreckten Integrale über die in diesem Intervalle nir- 
sends negative Funetion f(x). Da n eine gerade Zahl ist, so ist der 
gefundene Ausdruck für D! eine ganze rationale Funetion von £ mit ratio- 
nalen Zahleneoeffieienten, und folglich ist auch die Gruppe der Gleichung 
in dem durch die rationalen Zahlen und den Parameter f bestimmten 
Bereiche gleich der alternirenden Gruppe Man kann jetzt» nach dem 
oben bewiesenen allgemeinen Satze auf unendlich viele Weisen für # eine 
ganze Zahl einsetzen, so dass die entstehende ganzzahlige Gleichung im 
Bereiche der rationalen Zahlen die alternirende Gruppe besitzt, und damit 
ist unsere Behauptung für Gleichungen geraden Grades bewiesen. 

Um die entsprechende Thatsache für Gleichungen vom ungeraden 
Grade » einzusehen, benutzen wir einen Satz, welcher wiederum ohne 
Schwierigkeit aus den von Herrn A. Hurwitz entwickelten Prineipien ge- 
folgert werden kann. Dieser Satz lautet: 

Es sei f(x) eine ganze rationale Function der Veränderlichen z vom 
ungeraden Grade », welche mit ihrem Differentialquotienten f (z) durch 
die Formel 

zf(z)-f(z) = (n-1N)(r-a)(e—-b) (2—ec)...(a—k) 
verbunden ist: dabei seien a, 5b, e, ...., k von Null und unter einander 
verschiedene Grössen, und auch die Werthe f(b), f(e), ..., f(k) seien 
von einander verschieden: dann ist die Monodromiegruppe der Gleichung 
f@)+(F-f(W)r = 0 
bezüglich des Parameters # gleich der alternirenden Gruppe. 

Indem wir uns der oben angegebenen Formel für die Resultante 

zweier ganzen Functionen und ausserdem der Formel 


R(p-zw, w) = R(g, w) 
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bedienen, finden wir für die Diseriminante jener Gleichung, d. h. für das 
Product der quadrirten Wurzeldifferenzen, den Werth 


D= n-VElF+Hfb-F NE HFl)-Fla)) ... (FH (M—-F (a))', 
und das Produet der Wurzeldifferenzen selbst wird daher 


n—1 
+ ? 2 / M/ N 2 ı pl/a\ fa N 1/1 / N 
D! = n-1) ’ KE+F$)-F lH lO-Fla))..-(FHflh)—-Ff(a)). 
Wir wählen jetzt für 5, ce, .... k irgend welche rationalen positiven und 
von einander verschiedenen Zahlen und setzen 


X 
a re TE SEEN 


Sa Y, 
In Folge der letzteren Annahme verschwindet auf der rechten Seite der Formel 
zf()-f(z) = (n-1N)\z-a)(c—b)(z—c)'... (2—k)' 
der Coefficient von x, gerade wie dies auf der linken Seite der Fall ist, 
und es lässt sich deswegen eine ganze rationale Function f(x) vom nten 
Grade mit rationalen Zahlencoefficienten bestimmen, welche dieser Formel 
genügt. Diese Function f(x) besitzt zugleich die Eigenschaft, dass die 
Werthe f'(b), f(e), ...,. f(k) sämmtlich von einander verschieden sind: 

denn es ist beispielsweise 

f(O-f (b) er Pr ” 10 F cf em ini dz. 

und hierin wird die unter dem Integralzeichen stehende Function zwischen 
den Integrationsgrenzen nirgends negativ. Da » eine ungerade Zahl ist, 
so ist der gefundene Ausdruck für D’ eine ganze rationale Function von 
£ mit rationalen Zahlencoeffiecienten, und folglich ist auch die Gruppe der 
Gleichung in dem durch die rationalen Zahlen und den Parameter / be- 
stimmten Bereiche gleich der alternirenden Gruppe. Man kann jetzt nach 
dem oben bewiesenen allgemeinen Satze auf unendlich viele Weisen für £ 
eine ganze Zahl einsetzen, so dass die entstehende ganzzahlige Gleichung 
im Bereiche der rationalen Zahlen die alternirende Gruppe besitzt, und 
damit ist unsere Behauptung auch für Gleichungen ungeraden Grades 
bewiesen. 

Mit Hülfe des Theorems III. lassen sich die bisher über die Gruppe 
einer Gleichung angestellten Betrachtungen auf beliebige durch eine alge- 
braische Zahl bestimmte Rationalitätsbereiche ausdehnen. Wir gelangen 
so durch die entsprechenden Schlüsse zu dem folgenden Satze: 
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IV. Es sei eine algebraische Zahl RN und ausserdem eine Gleichung 

nten (irades von der Gestalt 

F,*e"+F,e" "+... +F =-0 

gegeben; die Coefficienten F,, Fı, ..., F, seien ganze rationale Functionen 
der Parameter t, r, ..., q. deren Coefficienten Zahlen des durch N bestimm- 
ten Rationalitätsbereiches sind. Ist dann I’ die Gruppe der Gleichung in dem 
durch die algebraische Zahl N und durch die Parameter t,r, ..., q bestimmten 
Rationalitätsbereiche, so lassen sich stets auf unendlich viele Weisen für die 
Parameter t, r, .... q ganze rationale Zahlen einsetzen derart, dass die so 
entstehende numerische Gleichung in dem durch die algebraische Zahl WR be- 
stimmten Rationalitätsbereiche eben jene Gruppe I’ besitzt. 

Dieser Satz bietet ein prineipielles Interesse, indem er zeigt, dass 
die formal in den Coetficienten der Gleichung und im Rationalitätsbereiche 
auftretenden Parameter stets durch ganze rationale Zahlen ersetzt werden 
können, sobald es sich lediglich um die gruppentheoretischen Eigenschaften 
der Gleiehung handelt: man vermeidet also auf diesem Wege die Adjunetion 
algebraischer Funetionen. 

Um zu zeigen, wie sich mit den gewonnenen Mitteln der Begriff 
der Monodromiegruppe in arithmetischer Weise erklären lässt, nehmen wir 
an, es sei eine Gleichung gegeben, deren Üoeffieienten ganze rationale 
Funetionen des einen Parameters 2 sind, und die Coeffiecienten dieser ganzen 
rationalen Funetionen seien Zahlen eines durch die Zahl AR bestimmten 
Rationalitätsbereiches. Wir setzen jetzt für £ irgend eine ganze rationale 
Zahl ein und denken uns die Gruppen aller so entstehenden numerischen 
Gleichungen in dem durch R bestimmten Rationalitätsbereiche aufgestellt. 
Ks sei ferner W eine algebraische Zahl, durch deren Adjunetion die Gruppen 
jener Gleichungen sämmtlich eine Verkleinerung erleiden, und es gebe nun 
keine Zahl mehr, bei deren Adjunetion eine weitere Verkleinerung sämmt- 
licher Gruppen eintritt. Diejenige von den verkleinerten Gruppen, welche 
die grösste Ordnwag besitzt, stimmt überein mit der Monodromiegruppe der 
ursprünglich gegebenen Gleichung bezüglich des Parameters f. 

Auf Grund des Theorems IV. können wir auch unsere früheren 
Sätze über die symmetrische und alternirende Gruppe verallgemeinern; wir 
finden dann folgende Thhatsachen: wenn ein beliebiger durch eine algebraische 
Zahl bestimmter Rationalitätsbereich gegeben ist, so kann man stets Gleichungen . 
mit rationalen Zahlencoefficienten angeben, deren Gruppe in jenem Rationalitäts- 
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bereiche die symmetrische und ebenso solche, deren Gruppe in jenem Ratio- 
nalitätsbereiche die alternirende ist. Es giebt also auch in jedem durch 
eine algebraische Zahl bestimmten Rationalitätsbereiche Gleiehungen von 
beliebigem die Zahl vier übersteigendem Grade » mit rationalen Zahlen- 
coefficienten, welche in jenem Bereiche durch Wurzelziehen nicht lös- 
bar sind. 

Ebenso zeigt man leicht, dass es unbegrenzt viele von einander ver- 
schiedene Bereiche von bestimmtem Grade n ((sattungsbereiche »ter Ordnung, 


Zahlenkörper ten (rrades) giebt, in denen — abgesehen vom Bereiche aller 
rationalen Zahlen — kein Bereich niederen Grades enthalten ist. (sähe es 


nämlich nur eine endliche Anzahl solcher Bereiche, so vereinigen wir diese 
zu einem neuen Rationalitätsbereiche X. Nach den obigen Entwiekelungen 
giebt es dann eine Gleichung »ten Grades mit rationalen Üoeffieienten, 
welche im Bereiche R die symmetrische Gruppe besitzt. Diese Gleichung 
definirt dann offenbar einen Bereich »ten Grades, welcher von den eben 
angenommenen Bereichen zten Grades verschieden ist und überdies keinen 
Bereich niederen Grades enthält. Entsprechend beweisen wir die allge- 
meinere Thatsache, dass es unbegrenzt viele Bereiche vom Grade » = vu 


giebt, welche einen gegebenen Bereich vten Grades und — vom Bereiche 
aller rationalen Zahlen abgesehen — nur diesen enthalten. 


In der vorstehenden Untersuchung ist lediglich die Existenz der 
Gleichungen und Bereiche von gewissen Eigenschaften behauptet und be- 
wiesen worden. Es kann jedoch entsprechend dem oben bei Ableitung des 
T’heorems I. hervorgehobenen Umstande die Entwiekelung so ergänzt wer- 
den, dass aus derselben zugleich hervorgeht, wie sich jene Gleichungen 
und Bereiche wirklich durch Rechnung aufstellen lassen. 

Zum Schluss erwähne ich noch einen Satz, welcher sich ebenfalls 
mit den oben benutzten Hülfsmitteln erledigen lässt, aber auch direet dureh 
geeignete Anwendung von Potenzentwickelungen bewiesen werden kann. 
Dieser Satz lautet: Wenn 'eine algebraische Function von £ für alle ratio- 
nalen in einem beliebig kleinen Intervalle gelegenen Werthe stets selber 
rationale Werthe annimmt, so ist sie nothwendig eine rationale Funetion *). 


*) Eine analytische Function kann sehr wohl für alle rationalen Argumente ratio- 
nale Werthe annehmen. wie dies neuerdings von E. Strauss zezeiet worden ist. 
ie) lee) le) 
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Ueber die bei den linearen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung auftretenden Primformen. 


(Von Herrn Ludwig Schlesinger.) 


In einer Abhandlung *) hat Herr Fuchs hervorgehoben und an Bei- 
spielen dargethan, dass es unter den gewöhnlichen Differentialgleichungen 
jeder Ordnung und jeden Grades solche gebe, deren Lösungen für jeden 
beliebigen complexen Werth der unabhängigen Veränderlichen jedem Werthe 
beliebig nahe kommen können. Das heisst mit anderen Worten: Der zu 
einem beliebigen Werthe der unabhängigen Variabeln gehörige Werthvor- 
rath einer solchen Lösung bildet eine Punktmenge, deren erste Ableitung **) 
die (Gresammtheit aller eomplexen Werthe umfasst. Die Lösungen einer 
homogenen, linearen Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten zeigen 
im Allgemeinen ein ähnliches Verhalten, indem nämlich der zu einem will- 
kürlichen Werthe der unabhängigen Veränderlichen gehörige Werthvorrath 
einer Lösung eine Punktmenge bildet, deren erste Ableitung, wenn auch 
nicht die ganze Ebene, so doch einen oder mehrere zusammenhängende 
Theile derselben vollständig bedeckt. Bei besonderer Wahl der Coeffieienten 
der Differentialgleichung kann es sich jedoch ereignen, dass die zu einem 
willkürliehen Werthe der unabhängigen Variabeln gehörige Werthenmenge 
des allgemeinen Integrals aus isolirten Punkten besteht, d. h. so beschaffen 
ist, dass sich um jeden dieser Punkte eine Umgebung von endlicher Aus- 
dehnung derart abgrenzen lässt, dass innerhalb derselben kein zweiter Punkt 
eben dieser Werthenmenge liegt. Für Differentialgleiehungen zweiter 
Ordnung, wo man statt des allgemeinen Integrals den Quotienten eines 
Fundamentalsystems von Integralen betrachten kann, ist hierzu offenbar er- 
forderlich und hinreichend, dass die Gruppe der Differentialgleichung eine 


*) Sitzunesberichte der Berliner Akademie 1855 I. 8.5 ff. 
**) @, Cantor, Mathematische Annalen Bd. 5. 
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discontinuirliche sei*), und dass die Stellen, wo dieselbe uneigentlich dis- 
eontinuirlich ist**), keine Flächen sondern höchstens Linien erfüllen. 
Das heisst nichts anderes, als dass jede in der Gruppe enthaltene elliptische 
Substitution eine periodische sein muss, und dass die Doppelpunkte der 
parabolischen, hyperbolischen und loxodromisehen >Mubstitutionen Linien 
erfüllen, welehe die Ebene in zwei oder mehrere zusammenhängende Be- 
reiche theilen***). Diese Bedingung ist allemal erfüllt, wenn die unab- 
hängige Variable eine eindeutige Funetion des (JQuotienten zweier Funda- 
mentalintegrale ist; da dies aber nicht für jede Differentialgleichung mit 
discontinuirlicher Gruppe (wir bezeichnen kurz dureh diesen Ausdruck 
eine Gruppe, welche nicht nur keine infinitesimale Substitution enthält, son- 
dern auch mit Ausnahme von Linien in der Nähe jedes Punktes eigentlich 
discontinuirlich, also in der Bezeichnung von Herrn Poincare ein groupe 
fuchsien oder kleineen ist) der Fall zu sein braucht, erkennt man, dass es 
lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung giebt, in denen zwar die 
unabhängige Variable 5 eine mehrdeutige Function des Integralquotienten n, 
dieser als Function von £ betrachtet aber trotzdem so beschaffen ist, dass 
sein zu einem willkürlichen Werthe von 5 gehöriger Werthvorrath aus 
isolirten Punkten besteht. 

In dem allgemeinen Falle einer Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mit continuirlicher Gruppe gewinnt man die beste Uebersicht über den 
Werthvorrath eines Integralquotienten 7. wenn man diesen und die unab- 
hängige Variable 5 als eindeutige Functionen eines Parameters # darstellt. 
und es erhellt die Wichtigkeit der den discontinuirlichen Gruppen ent- 
sprechenden Fälle schon daraus, dass, wie zuerst Herr Poincare gezeigt 
hat, dieser Parameter f eben als Integralquotient einer gewissen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung mit discontinuirlicher Gruppe gewählt werden 
kann. Aber auch noch von einem anderen (Gresichtspunkte aus tritt die 
ausgezeichnete Stellung der Differentialgleichungen mit discontinuirlicher 
Gruppe hervor. Während im Falle einer eontinuirlichen Gruppe die fune- 
tionale Beziehung zwischen dem Integralquotienten 7 und der unabhängigen 
Variabeln & nur durch zwei eindeutige Gleichungen, die noch eine dritte 
Variable # enthalten, definirt werden kann, ist diese Beziehung im Falle 

") Poincare, Acta Mathematica Bd. I, 8.8, 3. 
"") Poincare, ebenda Bd. III. 8.57, 82 


“") Vgl. Klein, Mathematische Annalen Bd. 21. 
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einer discontinuirlichen Gruppe stets durch eine oder mehrere eindeutige 
Gleichungen zwischen n und 5 allein darstellbar. Diese Thatsache, deren 
Nachweis im Folgenden geliefert werden soll, lässt die Klasse der Diffe- 
rentialgleiehungen mit discontinuirlicher Gruppe als die den algebraisch 
integrirbaren am nächsten stehende erscheinen, indem für die letzteren jene 
eindeutigen Gleichungen sich einfach auf eine gleich Null gesetzte ganze 
rationale Funetion von & und n redueiren. Die Analogie zwischen den 
Ditferentialgleichungen mit discontinuirlicher Gruppe und jenen mit durch- 
aus algebraischen Integralen wird noch durch den Umstand erhöht, dass 
die Theorie der Primformen, auf welche Herr Fuchs”) die Theorie der 
algebraisch integrirbaren Differentialgleichungen zweiter Ordnung gegründet, 
eine fast vollständige Uebertragung auf Differentialgleiehungen mit discon- 
tinnirlicher Gruppe zulässt; nach dieser Richtung hin suchen die nach- 
stehenden Bemerkungen jene Analogie zu verfolgen. In einem folgenden 
Aufsatze soll dann insbesondere die Frage erörtert werden, unter welchen 
Bedingungen die Anzahl der Werthe der unabhängigen Variabeln, für 
welche, auf geeigneten Wegen fortgesetzt, der Integralquotient einen und 
denselben Werth erreicht, eine endliche ist; auch behalte ich mir vor, bei 
nächster Gelegenheit eine Verallgemeinerung der hier begonnenen Unter- 
suchung auf Differentialgleichungen von höherer als der zweiten Ordnung 
zu unternehmen. — Während der Drucklegsung des vorliegenden, der 
Journal- Nedaetion Anfangs Februar d. J. eingereichten Aufsatzes wurde 
mir die Dissertation des Herrn Ernst Ritter „Die eindeutigen automorphen 
Formen vom Geschlecht Null“ (Mathematische Annalen Bd. 41) durch die 
(süte des Herrn Verfassers zugesandt. Dieselbe bietet, insbesondere in den 
$$ 8—10, Berührungspunkte mit den nachfolgenden Betrachtungen dar; ich 
möchte es deshalb nicht unterlassen, an dieser Stelle auf die erwähnte Ar- 


beit hinzuweisen. 


I. 
Ist in einer homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
1: d’y ‘ 
[I /j \ — EN 
(A. d£: "NR O(5)y 


0(£) eine rationale Function von S, so genügt bekanntlich der Quotient 
eines Fundamentalsystems von Integralen der Differentialgleichung dritter 


Dieses Journal Bd. 81. 8. 97 fi.: Bd. >55. 8. 1fl. 
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Ordnung 
‚fd ; „ An d’n 
#2) ar; “®E 
& 


und wenn, wie wir im Folgenden stets voraussetzen, die Integrale dieser 


— 0(8), 


dn \” 


de / 


4 


Differentialgleichung überall bestimmt sind *), ist 


: p(5) 
0) = 


In (&-b,): 
% | 
wo 9($) eine ganze Function vom höchstens (o—2)ten Grade bedeutet. 
Ein Fundamentalsystem der Gleichung (A.) wird, wie man weiss, geliefert 
dureh die beiden Integrale 
(1.) = ( 2 a Tr 


dn 
und um die Gruppe der Substitutionen zu finden, welche 7) beziehungsweise y,. 
y, erleiden, wenn £ alle möglichen Umläufe vollzieht, hat man bekanntlich **) 
folgendermassen zu verfahren. — Es sei Y,,. y,, das zum singulären Punkte 


<—=b, gehörige kanonische Fundamentalsystem, dann ist also entweder ***) 


Iy., = &-5,)”8.(]b,). 


(2.) r 
> ir. a \ 
| V.: u ($— b, ‚2, 2 Ss b,). 
oder 
” ır, “ N " R ” 1—?2 4 \ a N 
A y,. = ($—b,) "I(s-b)B1(lsib)+B.C-b.) Ba(lslb)log(Ss—b,J, 
I) 
\ “ us. er © 
Iy.. = (5, 8..@]b,), 


wo B,(5|b,), B..(lb,) mach positiven ganzen Potenzen von S—b, fort- 


schreitende Reihen, die für $= 5, nicht verschwinden, r, die in ihrem realen 
Fundamentalgleichung bedeuten. Wenn im Falle (3.), wo 1—2r, eine ganze 
Zahl ist, B, verschwindet, so ist in der Umgebung von & = b, jeder Integral- 
quotient eindeutig; Herr Fuchs bezeichnet in seinen Vorlesungen einen solchen 


Theile aleebraisch kleinere Wurzel der zu ©&=b, eehörisen determinirenden 
o „8 € 


Punkt als unwesentlich singulären (point A apparence singuliere bei Herrn 


*) Fuchs, Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1886, I. S. 281ff.; dieses Jour- 
nal Bd. 66, S. 146. 
"") Fuchs, dieses Journal Bd. 75, 8. 17 ff. 
") Fuchs, dieses Journal Bd. 66, S. 151—15%9. 
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Poincare*)). — Wenn nun 

Ya = ar’y, ta’ y., 

Yo = a’ y, tal? y,, 
so lassen sich die Coeffieienten a“, wie Herr Fuchs gezeigt hat, durch 
unendliche Reihen darstellen, und es ist: 


< PR ar) n—e, a(x) a) 
So. = er > .. Ti 0 — — 


Dai a'*) n— a, a‘*) . ” a\*) 


Dal 


an, und es stellt im Falle (2.) 


‚„ für $=b, verschwindet, so nimmt 7 im Punkte ©=b, den Werth «, 


N.„—a nid, N—U 
nn IE. ae 
N.—4, Na, 


im Falle (3.) 
1 | B.a‘%).2ni 


+v,, Y Ro ; 
m na  '* 4 a apa at) 


die zum Punkte <=b, gehörige Fundamentalsubstitution in der kanonischen 
Form dar. 

Im Allgemeinen brauchen die zu den verschiedenen Punkten S=b, 
(z=1,2,...,0), gehörigen Fundamentalsubstitutionen nicht sämmtlich von 
einander verschieden zu sein, sie können zum Theil übereinstimmen, zum 
Theil auch Potenzen oder Producte von Potenzen von einander sein. 
Sondert man von diesen o Substitutionen ein System von einander verschie- 
dener aus, so erhält man ein System von Fundamentalsubstitutionen der 
Gruppe @ der Differentialgleichung. An diesem System lässt sich nach 
den von Herrn Poincare gegebenen Methoden stets entscheiden, ob die 
Gruppe @ eine diseontinuirliche, d. h. eine Fuchssche oder Kleinsche Gruppe 
ist. — Wenn dies der Fall ist, und auch nur dann, können wir schliessen, 
dass der zu einem willkürlichen Werthe von 5 gehörige Werthvorrath von 
7 eine Menge isolirter Punkte bildet, deren Häufungsstellen durch die 
Doppelpunkte der nicht periodischen Substitutionen der Gruppe geliefert 
werden, und dass diese Doppelpunkte, dem Begriff der diseontinuirlichen 
Gruppe zufolge, gewisse Linien überall dicht erfüllen. Durch diese Linien 
wird**) die Ebene der complexen Variabeln $ in eine stets endliche An- 


zahl von Bereichen ZL,, L,, ..., Z, getheilt, entsprechend den verschiedenen 


”*r 


*) Acta Mathematica, Bd. IV, 8. 217. 
) 


Poincare, Acta Mathematica, Bd. III, S. 0. 
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Seitenflächen zweiter Art des „polyedre-sgenerateur“, und es ist leicht ein- 
zusehen, dass der gesammte zu einem bestimmten 5 gehörige Werthvorrath 
von n, sich stets innerhalb eines einzigen dieser Bereiche vorfindet. Im 
Falle einer Fuchsschen Gruppe ist die Anzahl q gleich eins oder zwei, 
je nachdem die Gruppe der ersten, zweiten, sechsten oder der dritten, vierten, 
fünften, siebenten Familie angehört, und man kann stets annehmen, dass 
die Gesammtheit der Doppelpunkte der nicht periodischen Substitutionen 
der Gruppe auf der Peripherie des Einheitskreises der n7-Ebene gelegen sei. 

Bedeutet nun f(w) irgend eine, bei den Substitutionen der Gruppe 
@ unveränderliche eindeutige Funetion der Variabeln #, und setzt man in 
diese Function an Stelle von # den Integralquotienten »($) der Differential- 
gleichung (A.), so geht f(w) über in einen offenbar eindeutigen Ausdruck 
E(S) von 5, so dass also 

fa) = EQ), 

und diese eindeutige Gleichung definirt die Function 7 von 5 insofern. als 
dieselbe für jeden Werth von 5, für welchen der Ausdruck E(£) existirt, 
die sämmtlichen zugehörigen n-Werthe liefert. In der "That braucht der 
Existenzbereich des Ausdrucks E(£) nicht alle S-Werthe zu umfassen, für 
welche die Funetion n definirt ist. >Sei z. B. f(w) eine Fuchssche bez. 
Kleinsche Function, die zur Gruppe @ gehört, dann ist der Existenz- 
bereich von f(x) auf einen der Bereiche L,, L,, ..., Z, beschränkt, da jeder 
Doppelpunkt einer nicht periodischen Substitution von @ eine wesentliche 
singuläre Stelle von f(x) bildet, dagegen kann ein solcher Doppelpunkt 
n=ce für Werthe <=a zum Vorschein kommen, die nicht zu den singu- 
lären Stellen der Differentialgleichung (A.) gehören, so dass der Existenz- 


(te, 
bereich der Function & von n im Allgemeinen mehrere der Bereiche 
L,, ..., Z,, etwa L,, ..., Z,, umfasst. — Ist dann f,(w) die in dem Bereiche 


L, z=1,...,r) existirende Fuchssche oder Kleinsche Function, so existirt 
E,(S) = f,(n) nur in einem beschränkten Bereiche A, der $-Ebene, der aber 
nicht nothwendig aus einem zusammenhängenden Stück besteht, sondern 
seinerseits wieder in mehrere, unter einander gar nicht oder nur längs 
gewissen Linien zusammenhängende Bereiche AU, A’... zerfallen kann. 
In jedem dieser Bereiche, deren Begrenzung durch jene S-Werthe ge- 
liefert wird, die den an der Grenze von L, gelegenen 7)-Werthen zugehören, 


stellt dann E,($) eine andere eindeutige analytische Function dar, und es 
können die verschiedenen Bereiche AU auch für verschiedene Werthe von 
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z sich niemals gegenseitig überdecken, da ja, wie bereits hervorgehoben 
wurde, die sämmtlichen zu einem 5 gehörigen n-Werthe allemal in einem 
und demselben Z, gelegen sind. Die Gleichung 


stellt also nieht das ganze analytische Gebilde (n,&) dar, vielmehr sind 
hierzu die r Gleichungen, welche aus (4.) für z=1, 2, ..., r entstehen, 
erforderlich. Diese r Gleichungen müssen aber nothwendig alle Werthen- 
paare des Gebildes (7,$) liefern, die zu einem willkürlichen £ oder einem 
willkürlichen 7 gehören, und da jedes f,(n7) nur innerhalb des Bereichs Z, 
existirt, schliessen wir hieraus, dass jede der Gleichungen (4.) nicht nur 
sämmtliche 7-Werthe, die zu einem 5 des Bereichs A,, sondern auch umge- 
kehrt die sämmtlichen S-Werthe, die zu einem n des Bereichs L, gehören, 


5 
liefern müsse, dass also diese S-Werthe insgesammt innerhalb 4, liegen. 
Da nun die Werthe der unabhängigen Variabeln, für welche eine ein- 
deutige Function dieser Variabeln denselben Werth annimmt, stets eine 
Menge isolirter Punkte bilden, so folgt, dass, wenn die Gruppe der Differen- 
tialgleichung eine discontinuirliche ist, nicht nur zu jedem Werthe der unab- 
hängigen Variabeln S eine Menge isolirter Werthe des Integralguotienten n, 
sondern auch umgekehrt zu jedem Werthe von n eine Menge isolirter Punkte 
5 gehört. 

Wir knüpfen hieran die Bemerkung, dass also, während eine ebene 
algebraische Curve stets durch eine Gleichung dargestellt werden kann, 
zur Darstellung einer transcendenten Öurve, selbst wenn sich dieselbe über- 
haupt durch eindeutige Gleichungen definiren lässt, im Allgemeinen eine 
eindeutige Gleichung nicht ausreicht. 

Ist der Existenzbereich der Funetion $ von n auch auf einen der 
Bereiche L, beschränkt, so wird das Gebilde schon durch eine eindeutige 
Gleichung vollständig dargestellt; das ist z. B. stets der Fall, wenn q=1, 
d.h. wenn @ die Gruppe einer in der ganzen Ebene existirenden Fuchsschen 
oder Kleinschen Function ist. 

Ein Beispiel, wo der Existenzbereich der Function 5 von n7 mehrere 
der durch die wesentlichen singulären Punkte der Gruppe*) der Differen- 


tialgleichung von einander geschiedenen Bereiche Z,, ..., Z, umfasst, bietet 


q 


*) Poincare, Acta Mathem. Bd. I, S. 198. 
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die Differentialgleichung 

d’y 1 1 y 

as” . Ki 
welcher die Periodieitätsmoduln des elliptischen Integrals zweiter Gattung 
(abgesehen von dem Factor YS—1) genügen. Die Gruppe dieser Diffe- 
rentialgleichung ist bekanntlich *) dieselbe wie die der gewöhnlichen 
elliptischen Modulfunetion, für welche also bei geeigneter Wahl von n der 
Einheitskreis den Ort der wesentlichen singulären Stellen ausmacht, und 
wie Herr Fuchs gezeigt hat, existirt $ als unendlich vieldeutige Funetion 
von n für alle complexen Werthe von 7. Bedeutet nun z,=fi(w) die 
nur für Werthe von « innerhalb des Einheitskreises definirte elliptische 
Modulfunetion, 2, = f;(w) die analoge, nur ausserhalb des Einheitskreises 
existirende Function, so werden, wenn man @u=n setzt: 


(fm) ya E, (2). 

Uf.(n) = E;($), 

wo E,(S), E;($) in 5 eindeutige Ausdrücke bedeuten, deren jeder nur in 
einem beschränkten Bereiche von $ existirt, und die Gleichungen (5.) stellen 
zusammengenommen das ganze analytische Gebilde (£, 7) mit Ausnahme der 
den 7;-Werthen vom absoluten Betrage Eins entsprechenden Stellen des- 
selben dar. 

Die Gruppe @ der Differentialgleichung (A.) braucht im Allgemeinen 
nicht vom Geschlecht Null zu sein. Ist sie vom Geschlecht p, und be- 
deutet x eine zu @ gehörige Fuchssche oder Kleinsche Function, die inner- 
halb des Bereiches Z, existirt und innerhalb des Fundamentalbereichs jeden 
Werth aanm —p-+1 Stellen =, %, .. 


(8.) 


.. a, annimmt, so werden die Werthe 
Nn=U, My, ».., U, Stets von einander verschiedenen S-Werthen entsprechen 
müssen, da alle 7-Werthe, die zu einem und demselben & gehören, dureh die 
Substitutionen von @ aus einem derselben hervorgehen. Ein auf diesen 
Fall bezügliches Beispiel lässt sich leicht auf folgende Weise bilden. 
Wenn in der Differentialgleichung der Gaussschen Reihe 

ey) _,8JA—1 v”_—1 )  3+vV’—u’—1] 

u ur are ae en u, 
die 4, u, v rein imaginäre Zahlen sind, so sind die Substitutionen S,, S,, 8. 
welche ein Integralquotient n erleidet, wenn & einfache Umläufe um die 


*) Fuchs, dieses Journal Bd. 3. 
Journal für Mathematik Bd. EX. Heft >. 18 
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singulären Punkte &=0, 1, oo vollzieht, hyperbolische, und da 
S;" = S,S,, 

ist die zu dieser Differentialgleichung gehörige Gruppe @ aus den beiden 
hyperbolischen Fundamentalsubstitutionen S,, S, componirt. Damit eine 
solche Gruppe eine discontinuirliche sei, genügt es, zwischen den A, u, v 
gewisse Ungleichheitsbedingungen festzusetzen, welche sich in der grund- 
legenden Abhandlung von Herrn Poincare *) explieite angegeben finden. 
Setzen wir diese als erfüllt voraus, so ist die Gruppe @ eine Fachssche 
der dritten Familie vom Geschlecht Zwei. Die zugehörigen Fuchsschen 
Funetionen der Variabeln # existiren in der ganzen Ebene und lassen sich 
dureh zwei derselben, = y(u), y= w(u), rational ausdrücken, während 
zwischen x. y eine Gleichung der Form 


(6, y’ = (z-a)(2-4,)(e-0,)(r-a,)(0-a,) 
besteht, wo die @,, @, a,, a,, a, reale Grössen bedeuten **). Setzt man in 
y und w an Stelle von « den Integralquotienten 7, so werden 


EB (vn) = EO), 
” lv(n) = FO 
eindeutige Funetionen von £&, die in der ganzen $-Ebene definirt sind, und 
jede der Gleiehungen (7.) stellt für sich das ganze analytische Gebilde 
(n,£) dar. Gleichzeitig liefern die Gleichungen 
2=E(), y=F@ 

eine, von der Poincareschen verschiedene Darstellung der durch die alge- 
braische Gleichung (6.) verknüpften Variabeln als eindeutige Functionen 
eines Parameters. 

Betrachten wir im allgemeinen Falle einer discontinuirlichen Gruppe 
(G eine zu dieser Gruppe gehörige O-Reihe 


(8,) Ku) = EHSW() , 


/ 


wo H(ua) den Algorithmus einer rationalen Function von «, m eine ganze 
Zahl >1, 


a„u+b, 


S,u = 
u c,u+d, 


b. „= 1, («=1, 2, ..) 


7 “Ar 


‚ a,d 


*) Acta Mathem. Bd. I, 8. 53. 


"") ebenda 8. 278. 
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die Substitutionen von @ in irgend einer Reihenfolge bedeutet, so ist be- 
kanntlich 


S,u) = (c,u+d,)”O(u). 


Setzt man in (u) an die Stelle von # den Integralquotienten 7, so erhält 
man einen Ausdruck in &, der im Allgemeinen nicht eindeutig ist, sondern 
sich, wenn 5 Umläufe vollzieht, noch mit Factoren der Form 


(e,n+d,)'” 
multiplieirt. Dagegen bleibt der in y,, 9, homogene Ausdruck 
9.) y "Om)=HW. 9) = FO) 

bei allen Umläufen von £, d.h. bei Anwendung der Substitutionen der 
Gruppe @ auf y,, ),, ungeändert, ist also in & absolut eindeutig. Derselbe 
kann jedoch, wenn g>1 und 5 als Funetion von n in mehreren der Be- 
reiche L, existirt, in den verschiedenen entsprechenden Bereichen AU ver- 
schiedene analytische Functionen von S darstellen, da die Reihe O(w) zwar* 
für alle innerhalb eines der Bereiche L,, L,, ..., L, gelegenen Werthe von 
a convergirt, aber in jedem dieser Bereiche eine andere analytische Funetion 
ausdrückt. Wir denken uns im Folgenden 7 beziehungsweise & immer 
auf einen bestimmten der Bereiche L, bez. A® beschränkt, indem sich ja 
die für einen solchen Bereich anzustellenden Betrachtungen unmittelbar auf 
alle übrigen in Betracht kommenden Bereiche übertragen lassen. 

Wir finden also, dass sich, wenn die Gruppe @ der Differential- 
gleichung (A.) diseontinuirlich ist, stets unendlich viele, aus den Elementen 
Y,, 9, eines Fundamentalsystems gebildete (natürlich transcendente) homo- 
gene Funetionen, oder wie wir kurz sagen wollen, Formen von endlichem 
(Grade angeben lassen, welche gleich eindeutigen Funetionen von 5 sind. 


Wenn die Differentialgleichung (A.) durch aigebraische Functionen von Ss 
integrirt werden kann, stimmt dieser Satz im Wesentlichen mit demjenigen 
überein, den Herr Fuchs in seiner Abhandlung**) aufgestellt hat; in diesem 
Falle sind nämlich O(n7) und F(£) rationale Funetionen ihrer Argumente. 
Herr Fuchs zeigt aber auch umgekehrt, dass aus dem Vorhandensein einer 
aus den Elementen eines Fundamentalsystems gebildeten Form, welche gleich 


einer rationalen Function von & ist, im Allgemeinen erschlossen werden 
") Poincare, a.a. 0. S. 210 ff. 


“") Dieses Journal Bd. 81, 8. 97 ff. 


15 * 


r)} 
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könne, dass die Differentialgleichung algebraisch integrirbar sei. — Wir 
können ebenso beweisen, dass, wenn für eine Differentialgleichung zweiter 
Ordnung eine eindeutige homogene Function von Y,, y, von ganzzahligem 
Grade gleich einer eindeutigen Function von 5 ist, die Gruppe der Diffe- 
rentialgleiehung eine diseontinuirliche sein müsse. In diesem Falle be- 
steht nämlich eine wie (9.) gestaltete Beziehung. Aus derselben folgt*) 
durch wiederholte Differentiation und Elimination unter Benutzung der Glei- 
ehungen (A.) und (1.): 

| (2m 9(n) 0" (m) —(2m +1) 0'(m)’)" On)" 

= (Am’OCHF(D’+2mF(S)F'(H)— (2m +1) FH)" F""", 


wo die Accente Ableitungen bedeuten, d. h. eine eindeutige Gleichung 


(10.) 


zwischen n, £, aus welcher wir schliessen, dass sowohl die zu einem will- 
kürlichen Werthe von 5 gehörigen n-Werthe, als auch umgekehrt die $- 
Werthe, welche einem und demselben 7 zugehören, eine Menge isolirter 
Punkte bilden, und dies hat offenbar die Discontinuität der Gruppe zur 
Folge. Die Möglichkeit, dass sich die Gleichung (10.) auf eine Identität 
redueirt, lässt sich im Allgemeinen durch ähnliche Schlüsse abweisen wie 
bei Herrn Fuchs**), es ist also für die Discontinuität der Gruppe der Diffe- 
renlialgleichung (A.) nothwendig und hinreichend, dass eine aus den Elementen 
eines Fundamentalsystems gebildete Form von endlicher Dimension gleich einer 
eindeutigen Function der unabhängigen Variabeln S sei. 

Der erwähnte Fuchssche Satz gewinnt für die Theorie der algebraisch 
integrirbaren Differentialgleichungen hauptsächlich dadurch eine hohe Be- 
deutung 


» 


dass er in Verbindung mit dem von Herrn Fuchs in derselben Ab- 
handiung bewiesenen 'T'heorem, wonach der niedrigste Grad einer ganzen 
orm, die gleich der Wurzel aus einer rationalen Function ist, den zwölften 
niemals übersteigt, ein Kriterium liefert, welches in jedem Falle, durch die 
Auflösung eines Systems linearer Gleichungen, die Entscheidung darüber 
sestattet, ob eine vorgelegte Differentialgleichung zweiter Ordnung durch 
algebraische Funetionen integrirt werden könne oder nicht. Wenn auch 
der Natur der Sache nach ein gleich einfaches Kriterium in unserem Falle 
nicht vorhanden sein kann, so scheint es doch nicht überflüssig, in eine 
nähere Erörterung der Frage einzutreten, ob sich nicht auch hier in Bezug 


*) Vergl. Fuchs, a. a. 0. S. 127. 


Y.....0. BB. 12 E& 
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auf den niedrigsten Grad einer Form die gleich der Wurzel aus einer ein- 
deutigen Function von & wird, etwas aussagen lässt. 

Wir erinnern zu dem Ende an den von Herrn Fuchs aufgestellten 
Begriff einer Primform. Herr Fuchs definirt als Primform”) eine Form, „die 
nur solche Faetoren enthält, die zusammen das redueirte Wurzelsystem einer 
irreductibeln Gleichung bilden, welcher ein bestimmtes Integral genügt, und 
zwar diese Factoren alle, und jeden zur ersten Potenz.“ Das heisst mit 
anderen Worten, die aus einer Primform nach Division mit einer geeigneten 
Potenz von 9y, entspringende Funetion des Integralquotienten 7 soll nur 
an einer Stelle 7 und den aus derselben durch die Substitutionen der Gruppe 
hervorgehenden, verschwinden, und zwar an jeder dieser Stellen von der 
ersten Ordnung. 

Auf den Fall, wo das Geschlecht der discontinuirlichen Gruppe 
grösser als Null ist, kann diese Definition der Primform nicht unmittelbar 
übertragen werden, da sich ein Verschwinden von erster Ordnung nicht er- 
reichen lässt; um vorläufig Erörterungen aus dem Wege zu gehen, die das 
Wesen der uns beschäftigenden Frage nicht berühren, beschränken wir 
uns deshalb auf die Betrachtung von Differentialgleichungen, deren Gruppe 
@ vom Geschlecht Null ist, und setzen für das Folgende überdies voraus, 
dass die Anzahl q der Bereiche L,, Z,, ..., Z, nicht gleich Eins sei, d. h. 
dass die zur Gruppe @ gehörigen Fuchsschen oder Kleinschen Funetionen 
nicht in der ganzen Ebene, sondern immer nur in beschränkten Bereichen 
existiren mögen. Um jedoch die Fälle der endlichen Gruppen so wie jene, 
welche doppeltperiodischen Funetionen entsprechen, mit zu umfassen, modi- 
fieiren wir die letztere Annahme dahin, dass der Existenzbereieh der zur 
(sruppe gehörigen Fuchsschen oder Kleinschen Functionen ein einfach zu- 
sammenhängender sei, in dessen Innerem sich keine wesentliche singuläre 
Stelle der Gruppe befindet. 


ll. 

Die in der vorigen Nummer durch Multiplieation einer O-Reihe mit 
einer Potenz von y, gewonnene homogene Function von Y,, Y,, Ist im All- 
gemeinen keine Fuchssche oder Kleinsche Function; um dieselbe in eine 
solche umzugestalten, ist es zweckmässig, diejenige zur Gruppe @ gehörige 
Fuchssche oder Kleinsche Function einzuführen, durch welche sich alle 


*) 2.2.0. 8. 114. 
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anderen rational ausdrücken. Diese Function ist, abgesehen von drei 
willkürlichen Constanten, von denen sie linear abhängt, vollkommen be- 
stimmt, wenn wir denjenigen der Bereiche Z,, ..., Z, angeben, innerhalb 
dessen jene Funetion existiren soll. Möge zu einem bestimmten $ ein Werth 
von n gehören, der dem Bereiche Z, angehört, und sei 2 = f(n) die inner- 
halb 7, existirende Function von der erwähnten Beschaffenheit. Dann 
bilden bekanntlich *) 
($.) =), Yy. = NYı 

ein Fundamentalsystem einer linearen homogenen Differentialgleichung zwei- 
ter Ordnung mit in x rationalen Üoefficienten 


> N d’y 
(B.) Zu 7 P(z)y; 
deren Integrale überall bestimmt sind, und es ist x eine eindeutige Function 
x = EO 


von &, Die Funetion z=f(n) nimmt innerhalb des Fundamentalbereichs 
jeden Werth nur einmal an, die singulären Punkte r=a,, a,, ..., qa,, 


4,,, = »x der Differentialgleichung (B.) entsprechen den Eckpunkten 7 = «,, 
O3, 22.5 %,;ı des dem Bereiche Z, angehörenden Fundamentalpolygons, und 


die Differenz der Wurzeln der zu einem der singulären Punkte r=a,, 
(z=1,2,...,»+1) gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung ist 
der receiproke Werth einer ganzen Zahl /?,, die wir als positiv voraussetzen 
können, oder Null, so dass also die zu den einzelnen singulären Punkten 
sehörigen Fundamentalsubstitutionen elliptische oder parabolische sind. Diese 
Fundamentalsubstitutionen sind sämmtlich von einander und von der iden- 
tischen Substitution verschieden, was aber natürlich nicht ausschliesst, dass 
einzelne der Zahlen 5, mit einander übereinstimmen können. Endlich sind 
die wesentlich singulären Stellen der Gruppe @, d. h. die Doppelpunkte 
der nicht periodischen Substitutionen, sämmtlich wesentliche singuläre Stellen 
der Function x. 
Die Differentialgleichung (A.) wird durch die Substitution 


dx \; u 
u) 2 = K(S), 


Fl." 
Dv 
ns 


") Poincare, Acta Mathematica, Bd. I, S. 229. 
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in (B.) übergeführt, und es ist: 


Pal) = 0@-4(2). 


Multiplieiren wir also die in der vorigen Nummer eingeführte homogene 
Funetion 


909, 9) = W”"Oln) 


. dE \" ’ er i 
mit 4 ‚so verwandelt sich dieselbe in eine ebenfalls homogene Function 
von 9, %: 

den 
H(yı, 9:) = (-) 2, 9), 


und diese ist nun offenbar*) eine Fuchssche oder Kleinsche Function von 
n, also eine rationale Function von «. 

Wir wollen allgemein eine homogene Funetion von y,, ), vom Grade 
‚ die durch Multiplication mit y,” in eine eindeutige Funetion von n und 


r 


r 


ae, De „ou 
dureh Multiplication mit (—-) in die Wurzel aus einer rationalen Funec- 


tion von x übergeht, eine invariante eindeutige Form von Y,, ), nennen, 
Wie leicht einzusehen, muss dann r eine rationale Zahl sein, und es ist folg- 
lich jede solche Form die Wurzel aus einer eindeutigen Funetion von &. 
Sei H(Y,, 9.) eine so beschaffene Form, und setzen wir 


dx 


. R i MB s de\ ? - 
84, WYHM=-() YyYHam=(5) Han y) 
(3.) Bi 





— =) R(x), 


so ist also AR(z) die Wurzel aus einer rationalen Function von x, H(n) 
eine eindeutige Function von 7, H{y,,y,) eine homogene Funetion rten 
Grades von %ı, %. Insbesondere soll H(y,, 4) eine ganze Form heissen, 

"r ur y, 
wenn dieselbe für solche endlichen Werthe der y,, Y,, deren (Quotient ): 


)ı 


dem Bereiche ZL, angehört, niemals unendlich wird, d.h. wenn H(n) für 
kein innerhalb Z, gelegenes 7 und also Rx) nur so unendlich wird, wie 
y, verschwindet. Jede invariante eindeutige Form ist dann als Quotient 
zweier ganzen Formen darstellbar. Um die allgemeine Gestalt einer 


”) Poincare, Acta Mathem. Bd. I, S. 235. 
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ganzen Form aufzustellen, haben wir daher zunächst die Art des Ver- 
schwindens von y, zu untersuchen. Hierbei macht es nun einen wesentlichen 
Unterschied aus, ob die Gruppe @ parabolische Substitutionen enthält oder 
nicht: wir wollen deshalb vorerst das Auftreten solcher Substitutionen aus- 
schliessen, d. h. die Annahme machen: die zu den singulären Punkten 
a,z=1,2,...,»n-+1) gehörigen Fundamentalsubstitutionen seien sämmtlich 
elliptische, also die 9, endliche ganze Zahlen. — Bei geeigneter Wahl von 
n ist alsdann y, für jeden regulären Werth von x endlich und von Null 


) 


verschieden, verschwindet für e=a,z=1,2,...,n) von der Ordnung 


l . »» . [ . 1 
4—3- und wird für unendlich grosses x wie die 114 5 )te Potenz 
a * Be ” n+1 


von z unendlich. Die Anzahl der Nullstellen von y, ist daher, wenn 
wir die Unendlichkeitsstellen als negative Nullstellen hinzuzählen, 


(4.) Re 
BEN? © v 
Wir nennen v den zu den Differentialgleichungen (B.) und (A.) gehörigen 
Grad. — Das zu einer ganzen invarianten Form gehörige R(x) hat also 
die Gestalt 


Ra) 1 


1 @-a,)" 


wo @(z) die Wurzel aus einer rationalen Function von x bedeutet, deren 
Grad p den Werth 


Pt 


haben muss, damit R(z) für =» von derselben Ordnung wie y; ver- 
schwinde. 
Sei 


nm 


G(z) = Ne)", 
6] 


wo die ec, sämmtlich von einander verschieden, die 4, rationale positive 


Zahlen und 
N r 


vw, == == 2 
rn Ale p _ A | 
möge ferner y,; diejenige innerhalb des Fundamentalpolygons gelegene | 


*) Vgl. Poincare, Acta Mathem. Bd. I, 5. 239. s 
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Stelle bezeichnen, für welehe z = f(n) den Werth e, annimmt, dann wird 
H(n) für jedes 7=y, und die aus diesen Werthen dureh die Substitutionen 
der Gruppe entstehenden verschwinden, und zwar, wenn 2 = e, ein regulärer 
Punkt der Differentialgleichung (B.) ist, von der Ordnung 4, wenn e, mit 
dem im Endlichen gelegenen singulären Punkte a, zusammenfällt, von der 
Ordnung 4,5,. Da aber H(n) eine eindeutige Funetion von 7 sein soll, 


folgt hieraus, dass für einen regulären Werth e, der Exponent 4, noth- 


ı 


wendig eine ganze Zahl, dagegen für e,=a, ein ganzzahliges Vielfaches 


von - sein müsse. Sind umgekehrt diese Bedingungen für die Expo- 
nenten 4, erfüllt, so ist RAla)yr in der Umgebung jeder innerhalb des Be- 
reiches Z, gelegenen Stelle 7 eindeutig, also eine wnverzweigte Yunetion 
von 7. Da aber der Bereich Z, der in Nr. I getroffenen Voraussetzung zu 
Folge ein einfach zusammenhängender ist, in dessen Inneren keine wesent- 
liche singuläre Stelle der Funetion x von n liegt, lässt sich jeder 


Vit- 
_ 


schlossene Umlauf von 7, der einem geschlossenen Umlauf von x entspricht. 
auf einen Punkt zusammenziehen, es ist also eine Funetion von x, die als 
Funetion von 7 unverzweigt ist, auch eindeutig in 7. Also ist Aa)y 


J 


: . . . . ) a h 
eine eindeutige Function von 7, folglich stellt Rx) ) auch stets eine 


\ dx / 
vanze, invariante, eindeutige Form von Y,. y, dar, wenn die angegebenen 
jedingungen für die Exponenten 4, erfüllt sind. Hierdurch ist die allge- 
meine Gestalt einer ganzen, invarianten, eindeutigen Form vollkommen be- 
stimmt. Wir können aber für diese Formen dureh Einführung des Be- 
orifts der Primformen eine viel übersichtlichere Darstellung gewinnen. 

Im Anschluss an die in Nr. I erwähnte Definition, welche Herr Fuchs 
für die Primformen einer algebraisch integrirbaren Differentialgleichung «e- 
geben hat, wollen wir eine ganze invariante Form von y,. ), eine Primform 
nennen, wenn das zu derselben gehörige H(n) nur an einer Stelle 7 und 
an den aus derselben durch die Substitutionen der Gruppe hervorgehenden 
verschwindet, und zwar an jeder dieser Stellen von der ersten Ordnung. 
Aus dieser Definition und den gefundenen Ergebnissen folgt. dass eine Prim- 
form durch Angabe ihrer Nullstelle innerhalb des Fundamentalpolygons,. 
abgesehen von einem constanten Factor, vollkommen bestimmt ist. Sei 
diese Nullstelle 7=y keine Ecke des Fundamentalpolygons, dann ent- 
sprieht ihr ein nieht singulärer Werth 2=c, und es ist in der Umgebung 

Journal für Mathematik Bd. EX. Heft 2. 19 
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von n=Y: 
2-ce = an-Y+aln-y)+t, 


wo &, von Null verschieden; das zu der für n=y verschwindenden Prim- 
form gehörige @(x) redueirt sich also auf 2—c, woraus p=1, r=v folgt. 
Die Primform, deren Nullstelle innerhalb des Fundamentalpolygons der 
nicht singuläre Werth „= ist, hat also den Grad v und die Gestalt: 


y 


’ i i den ? x 
Pi. d2), = ı An), . € r) F’(y,, Y:); 


di 





9.) 
ne 1 3 
= (5 ) (2—ec) 11 (2 —a)) 
Handelt es sich um die Aufstellune einer fir n=a, (z=1.?.....n) und 
ben) N Bu XV ' 


die eorrespondirenden Stellen verschwindenden Primform, so beachten wir, 
dass in der Umgebung von n=«, 


1 


c—qd, = &(N—0,)"+8,(n—a,)"" +... 


also 


1 


G(2)=(2-a,) ya DE im Be 


zu nehmen ist. Die zu n=«, gehörige Primform lautet demgemäss: 
i 


x dx Oz 
2.0. y)=Yı X,(n) 4 ( 2) F,(yı; y:) 


(6.) 





4 ea 5— 1 1% 1 1 1 
x TE TB. EP ( 2 2 ) 
ar Ce a | 


Endlich ergiebt sich für die an der Stelle „= «,,, verschwindende Prim- 


\ v . 
form der Grad Z— und die Darstellung: 


Bi +1 
fi i en dx % n+ı 
P, 4; = A,+1(N) yi ( SE) Fn(WYı; Y:) 
[7,3 S 
dr, 
== | a PERERE 5 Ya, E&. Se en 
=: ( de ) LLAG: a,) 





Die Funetionen X,, X;, ..., X,., stimmen mit den von Herrn Poincare 











aufgestellten und ebenso bezeichneten Ausdrücken überein *) 


Schlesinger, die bei linearen Differentialgleichungen auftretenden Primformen. 





147 


für den Fall 


n=2 hat dieselben bereits Halphen**) angegeben. 


Wir können nun sofort die folgenden Sätze 
die analogen, 


aussprechen, denen wir 
von Herrn Fuchs für die algebraisch integrirbaren Differential- 


gleichungen aufgestellten, in Form von Citaten an die Seite stellen. 


1) Verschwinden zwei Primformen für denselben Werth von n. 


2) 


3) 


4) 


6) 


=] 
u 


2.2.0.8. 


“) Comptes Rendus 1581 I. S. 857. 


S0) 
sind sie identisch (dieses Journal Bd. 81, Nr. Il, IV). 

Jede ganze invariante eindeutige Form ist als Produet von Prim- 
formen darstellbar (ebenda Nr. II, V). 

Der Grad einer Primform ist ein aliquoter Theil des zur Ditte- 
rentialgleichung (A.) gehörigen Grades v (ebenda Bd. 85, S. 2, ID). 
Der dem absoluten Betrage nach höchste vorkommende Grad einer 
Primform und es giebt unzählig viele von einander 
schiedene Primformen dieses Grades (ebenda 8.4, IV). 

Ist |«u] < |v|, so ist die Anzahl der Primformen uten Grades gleich 
der Anzahl jener elliptischen Fundamentalsubstitutionen, 
bei verschiedenen Doppelpunkten denselben Multiplieator 


ist », ver- 


welche 


2ri 


e 


» 


haben (ebenda S. 11, II). 


Ist %, eine der Zahlen ,, Pa, »- +, Paxıs 


in 


die nicht kleiner ist als 


alle übrigen, so ist der dem absoluten Betrage nach niedrigste 


v 
Pi 
Grad einer Primform (ebenda S. 5). 

Zwischen je drei Primformen vten Grades findet eine lineare 
homogene Beziehung statt 
S. 13, VII) 


mit constanten Uoefficienten ebenda 


Seien in der That 2,, #,, 2,, drei solche Primformen und 
c,=f(y.) «= 1,2,3), so ist: 
$,:P,.:P, = T-0:°-0:27— 6, 
also 
(3—6)P, +(—-6)P,.+(—c)P, =. 


237. 
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8) Das Gleiche gilt für drei Formen, welche entweder Primformen 
vom rten Grade oder solche vom absolut niedrigeren, «ten Grade, 
zur Potenz v: «u sind (ebenda Nr. 7, Gl. (4), (7.), (8), (8°.))”); 
es lässt sich folglich die allgemeine Primform vten Grades in 
der Form 

ab 3B° 
darstellen, wo @, 9 Constanten, i, z zwei verschiedene der Zahlen 
l, 2, ..., (a+1) sind. 

Endlieh wollen wir für unsere Primformen Relationen herleiten, 
welche als Verallgemeinerungen der Covariantenbeziehungen zwischen den 
Fuchsschen Primformen aufgefasst werden können. 

ls ist nämlich nach Gleichung (6.), (7.) 

X” 
(9.) c—-a, = —; (#=1,2,...,n) 


In } 1 


n—+]1 


setzt man diese Werthe in Gleichung (7.) ein und rechnet unter Berück- 
’ j al . si, dx 
siehtigung von Gleichung (1.) Nr. I und Gleichung (4.) dm AUS, SO kommt: 


r Te .—ı A vinrm 
1, J X ke — X; .... N N N, 1 2 


er 
Andererseits folgen durch directe Differentiation der Gleichung (9.) und 


der Gleichung 


4 
e—-ce= 
Pn+1 
” n—+]1 
nach 7, wenn wir die Ableitungen durch Accente bezeiehnen, die Glei- 
ehungen 
dx 2 Pa Ani vw, 7 7! A) 7 ‚I 
dı Asıı ui ie "u (B,X,H Pan A, An), 
/ 
dx LT FERN Par r 7 r1 £ z 4 
dn A, 4 | _ Ä, } E* (KX,nX, Par A, Aa): 


woraus sich vermöge der Homogeneität der Formen 2 und unter aber- 


maliger Berücksichtigung von Gleichung (4.) die gesuchten Relationen 
-1 


« —1 3 
u 
Ö, Pi. +1 (D j ri D \ — 1 N . (z a n) 
£ ns F (Dir! 
11) Ä 
ß, + 4 Br j or 
| M | (D,; 1» P,) == D =: bb’ 





Vol. Poincare, Acta Mathem. Bd. I, 5.237, Halphen, Memoires presentes etc. 


Bd. 28: Klein, Vorlesungen über das Ikosaeder S. 49. 
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ergeben, wo in üblicher Weise (y, w) die Functionaldeterminante der beiden 
binären Formen %, w bezeichnet. 

Der zu den Differentialgleichungen (A.) und (B.) gehörige Grad v 
hängt offenbar nur von der Gruppe @ der Differentialgleichung ab. Der- 
selbe ist im Allgemeinen eine endliche negative Zahl, deren reeiproker mit 
2r multiplieirter Werth, absolut genommen, im Falle einer Fachsschen 
Gruppe (erster Familie) den pseudosphärischen Inhalt (das Poincaresche S*)) 
des Fundamentalpolygons liefert. Einfache zahlentheoretische Ueberlegun- 
gen **) lehren, dass v, wenn es positiv ist, auch ganzzahlig sein muss, und 
dass dies nur eintreten kann, wenn die Gruppe @ eine endliche ist. In 
diesem Falle gehen unsere Formeln direet in die von Herrn Fuchs für die 
algebraisch integrirbaren Differentialgleichungen aufgestellten über: » ist der 
Grad der Gleichung mit eindeutigen Coeffieienten, welcher „7 als Function 
von & genügt, und die Primformen sind durch die bekannten Ausdrücke 
sereben. Auch ist alsdann ” der sphärische Inhalt des zu der betreffen- 
den endlichen Gruppe gehörigen Fundamentalpolygons. Dagegen wird für 
v— x die Gruppe @ die einer geraden doppeltperiodischen Funetion: als 
die vier einzig möglichen, von Herrn Poincare bereits angegebenen **" 


Fälle, wo dies eintreten kann, ergeben sich nach leichter Discussion : 


„=2, A=3, R=-3, &=3, 
A: 2 „ -4, n 4 
see A Am 
.=3 A=2 Ah=2ı A=2 A=2 


Auch in diesen Fällen lassen sich die Primformen leieht mit Hülfe von 
elliptischen Funetionen ausdrücken; es erübrigt demnach nur, eine Darstellung 
der Primformen zu geben, wenn vr —O. 

jetrachten wir zu dem Ende die Form: 


— f l i 


un « dx Me us v\ -- ) 
12) 2, W)=WXm)=(7) (ar+b) II (c-—a 
2:2] 


de / 


so stellt dieselbe, abgesehen von einem constanten Factor, im Allgemeinen 


nr 


u b | Du | 
die für = — 3 verschwindende Primform vten (srades, dagegen wenn 
*) Acta Mathem. Bd. I, 8. 8. 


”) Verel. Klein, Ikosaeder S. 117 ff. 
""") Acta Mathem. Bd. IV, S. 226. 
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b r 0; un 
- 6, (z=1,2,...,n), die P,te Potenz der zu e=a, gehörigen, für 
a=() die P,.,te Potenz der zu e= © gehörigen Primform dar. Sei o das 


kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen P,, ..., By; Ay, und 


(13.) == 0 2(1-.)-%, 


v sea] 


so ist o eine positive ganze Zahl, und der AR 


14) (Km) = (Fe) aety I @- Pe 


lässt sich folglich nach ss EEEO durch eine ©-Reihe darstellen, 

die an keiner innerhalb Z, gelegenen Stelle 7 unendlich wird und nur“an 
b . . . 

den dem 2 = — _ entsprechenden Stellen 7 verschwindet. Die allgemeinste, 


an 9 beliebigen Stellen des Fundamentalbereichs von Z, verschwindende 
und innerhalb Z, allenthalben endliche 0-Reihe ist in der Form 
1 
(15.) on) = (Fe) U @- Z 

enthalten, wo g,(xz) eine ganze rationale Function oten Grades von x be- 
deutet; sie lässt sich also als homogene lineare Function mit constanten 
Coeffieienten von o+1 geeignet gewählten ebenso beschaffenen O-Reihen 
darstellen. Man könnte die letzteren etwa so wählen, dass sie aus (15.) 
hervorgehen, indem für 9,(x) die suecessiven Potenzen =’, x, ..., 2° ge- 
setzt werden, um aber die Poincaresche Darstellung einer O-Funetion direct 
anwenden zu können, ist es zweckmässiger, es so einzurichten, dass jede 
jener o+1 Funetionen an 0 verschiedenen Stellen verschwindet. Dies 
kann, nach einem von Kronecker**) angewandten Verfahren, mit Hülfe der 
Lagrangeschen Interpolationsformel stets auf folgende Weise erreicht werden. 


Seien ry. fı. »... r, beliebige von einander verschiedene Zahlen und 
® h(x) 1 
h(z) = cs—r,); h,e)= Er i («= 10,1,...0) 
() LA .) «( r 2—r, h(r,) 


so sind die Nullstellen von Ah,(@r) sämmtlich von einander verschieden, und 
es lässt sich die ©-Reihe: 


.(i-) 


9,7) = (2 dn —) h,(x) u (2 —a,) a 


*) Acta Mathem. Bd. I, S. 235 ff. 
**) Dieses Journal Bd. W. 
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oeoebenen Metho- 


durch unmittelbare Anwendung der von Herrn Poincare geg 


den*) als Funetion von 7 darstellen. 
Setzen wir nun 
y A.) = 8.0, m: WO) = 80. W), 
so ergiebt sich 


\ 


20; y,) arg 2 97,8. D), 
und also nach den Gleichungen (12.), (14.) insbesondere: 
Po, Y). = & (ar, +b) 9,09, D)- 


Diese Darstellung hat, abgesehen von dem Aufwand rechnerisch fast 
undurehführbarer Schwierigkeiten, dessen es bedarf, um zu derselben zu 
gelangen, den Mangel, dass sie die Eindeutigkeit der von den Factoren 
yi befreiten Primformen uten Grades nicht anmittelbar hervortreten lässt. 
Sie lehrt uns aber, dass die ote Potenz der Primformen vom absolut höch- 
sten, vten Grade sowie die P,ote Potenz der Primform 2, rationale Func- 
tionen von x, also in 5 eindeutig sind, und dass dies auch für keine niedri- 
gere Potenz jener Primformen eintritt. Ebenso ist natürlich H(y.. y,) eine 
ganze invariante eindeutige Form, die gleich einer eindeutigen Function 
von $ ist. In gewissen besonderen, leicht angebbaren Fällen ist o=1. 
z. B. tritt dies stets ein, wenn ?>0, dann stimmt das eben hergeleitete 
Resultat mit dem Satze von Herrn Fuchs**) überein. 


II. 

Wir wollen nun die Modificationen angeben, welche an den Betrach- 
tungen der vorigen Nummer anzubringen sind. wenn unter Festhaltung aller 
übrigen beschränkenden Voraussetzungen das Auftreten parabolischer Sub- 
stitutionen in der Gruppe @ zugelassen wird (vergl. oben S. 144). In 
diesem Falle müssen nothwendig einzelne der zu den singulären Punkten 
der Differentialgleichung (B.) gehörigen Fundamentalsubstitutionen selbst 
parabolische sein; möge dies für 2=a,, 4», ..., a, und, was sich ja stets 
erreichen lässt, auch für e = x eintreten, dann ist also 


*) Acta Mathem. Bd. I, S. 2381f.; vergl. insbesondere 8. 238. 
"") Dieses Journal Bd. 55, 8. 13, V1. 
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Wenn wir den Begriff der ganzen invarianten Form wieder dahin fassen, 
dass eine solche Form für endliche Werthe der y,. 9, an keiner innerhalb 
des Bereichs Z, gelegenen Stelle unendlich wird, so hat in dem durch 
Gleichung (3.) voriger Nummer gegebenen allgemeinen Ausdruck R(«) 


nach wie vor die Gestalt: 


II (2—c;) 
(== r 
1 R(x) = € 3 7 
AAPIIUNR we 3 © geh. a so  - ERE 
2 Ya . 
— = vf a I \ u 
y be ) ) B,/ . 


und die für die Exponenten 4, geltenden Bedingungen sind für reguläre 
und solche singuläre Werthe e,, die nicht zu den logarithmiseh singulären 
a, gehören, dieselben wie die in der vorigen Nummer angegebenen, während 
wenn ce, einen der Werthe a,, @=1.2,....0) hat, das zugehörige 4, jede 
beliebige positive rationale Zahl sein kann. Folglich bleiben auch die für 
die Primformen entwickelten Formeln bestehen, soweit sich dieselben auf 
reguläre oder nicht logarithmisch singuläre Punkte beziehen. dagegen ist 
für den logarithmisch singulären Punkt r = a, 

Pen \ ns IR eG % 5) 

\ ds / g s 
insofern als Primform zu betrachten, als dieser Ausdruck nach Absonderung 
des Factors 9) zwar innerhalb L, an keiner Stelle verschwindet, aber wenn 


x 
; inden zu x=a, gehörigen Werth «, so einrückt,. wie es einrücken muss, 
damit 2= a, werde, streng gleich Null wird. 

Bei manehen Untersuchungen kann es jedoch nützlich sein, den 
Begriff der ganzen Form rten Grades in dem vorliegenden Falle dahin zu 
fassen, dass eine solche Form nieht nur für alle 7-Werthe, die innerhalb 
l,, liegen, sondern auch noch dann einen endlichen Werth behalte, wenn 
, längs der Seite eines Polygons aus dem Innern von Z, kommend in 
einen, der den logarithmisch singulären Punkten entsprechenden Punkte 
der Begrenzung von L, eintritt. (In der T’hat unterscheidet sich ein solcher 
Punkt der Begrenzung von den Doppelpunkten der hyperbolischen und 
loxodromischen Substitutionen dadurch, dass, wenn 7, auf die angegebene 
Weise in denselben einrückt, die Funetion x von n einen wohlbestimmten 
Werth wirklich annimmt, während dieselbe in der Nähe alier anderen 
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Punkte der Begrenzung völlig unbestimmt bleibt.) Um dieser Forderung 
entsprechen zu können, sieht man sieh aber genöthigt zuzulassen, dass die 


. de\ ? 7 n 
von dem Faetor () befreite Form nicht nur aus rationalen Potenzen 


von rationalen Funetionen von x, sondern auch aus Logarithmen solcher 
rationalen Funetionen zusammengesetzt sei. Wir wollen, unter Zugrunde- 
legung dieser Definition einer ganzen Form, deren allgemeine Gestalt auf- 
zufinden suchen und betrachten zu dem Ende das Verhalten von y, an 
einer logarithmisch singulären Stelle. 
Sei die zum Punkte 2 =a, gehörige parabolische Substitution 
1 1 


— = 


N,— a; n—o, 


Ar 
. 


dann ist (vergl. S. 134) in der Umgebung von r=a 
un — d,+(2-a)B,(zla)+log(a—a 
wo d, eine Constante, B,(r|a,) eine gewöhnliche Potenzreihe von r—a,, die 
für 2 = a, nicht verschwindet, bedeuten. Setzt man also 
Inı 
Er Yin 
so verschwindet #4, wenn 7 in o, so einrückt, wie es einrücken muss, damit 
x =.a, werde, und*) in der Umgebung von , = 0 ist: 


je = umlh), 


1 
= BR) ) 
| Yı u Bit). 


wo B(t). B(t) gewöhnliche Potenzreihen von #, bedeuten, die für = 0 
von Null verschiedene Werthe annehmen. Ebenso ist. wenn 


IN 
(2,) 


| re A 
Nn+1— On+1 03 N— On Ati 
die zuxe= » gehörige Fundamentalsubstitution darstellt und 
2ri 
. „ ’n+ı1WV% -Aun4.1) 
re 6 
gesetzt wird, in der Umgebung von #,,,=0: 
1 Ei 
AR SI; 
’ Tr n—-]1 1: x .h 
(3.) 
be ek.) 
yı N—Onrı "N 1 wäh 





*) Vergl. Poincare, Acta Mathem. Bad. I, S. 273. 


Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 2. 
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wo auch ®(£,..), B(...) gewöhnliche, nicht mit #,,, verschwindende Potenz- 
reihen bedeuten. 
Wir werden daher in dem durch die Gleichung (3.) voriger Nummer 


gegebenen allgemeinen Ausdruck einer ganzen Form rten Grades zu setzen 


Nr 


haben: 


m 


item 


l 1 1 
5) > 


;, \ i 0 ) r 
‚log 11 (2—a,)\ 


(4)  R(e) = 


\ 


[U (2— a,) 


Dabei müssen, um die Eindeutigkeit in 7 zu wahren, die positiven Expo- 
nenten 4, dieselben Bedingungen erfüllen, wie in dem durch Gleichung (3.) 
voriger Nummer dargestellten Ausdruck, nur mit dem Unterschiede, dass 


PRSKEN m ’ r 1 n l 
I) ze = A — = P} (4 u 1 r ) —j— 1 > 
DM 


i—1 u u 1 ‘“ ” e 
zu nehmen, also r auch wieder rational vorauszusetzen ist. Es erhellt 
dann unmittelbar, dass 

v9, 9) = Hin) 
in den nicht logarithmisch singulären Punkten sowie für alle Werthe von 


x, welehe nicht 
(N (&-a,)-1)I (2—e) 
| i=] 


annulliren, einen endlichen und von Null verschiedenen Werth hat: dass 
diese Eigenschaft von H(n) auch an allen übrigen von den ec, verschiedenen 
Stellen z gewahrt bleibt, soll nun gezeigt werden. 

Betrachten wir zunächst einen der logarithmisch singulären Punkte 
x = a, und den correspondirenden Eckpunkt 7 = «, des Fundamentalbereichs, 


dann ist in der Nähe von n = «;: 


“ 


Fo = s; 2 N/ 
R fd ) —n L, pe (t,) Imi 


(na 


| \ Em 
nu R, (th) 


wo Bi), Bı(4) gewöhnliche Potenzreihen von £, bedeuten, deren erstere für 


,— (0) stets von Null verschieden ist. Hieraus und aus den Gleichungen (2.) 
ist nun unmittelbar ersichtlich, dass, wenn 7, aus dem Innern von Z, kommend, 
längs einer Polygonseite in den Werth «, einrückt, d.h. so dass # und 
x—a, verschwinden, H(n) einen endlichen und von Null verschiedenen 
Werth erhält. 
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In der Umeebune von 2=x. beziehungsweise n = « {* erhalten 
> o > I 
wir, da 


0 ' ’ a 
log nn (2—a,) = ologx-+log n(1- ; 
) ı , 


für R(r) die Entwickelung 


N E,%’ ‘ | 
Rz) = (——) Bi...) 


Dr 


n+1 ee — 0.?rııi 


Yn-+ (m ang 144 i 1) 


wo B(t,.,), Bill...) gewöhnliche Potenzreihen von #£,,, bedeuten, deren 
erstere nicht mit £,., gleichzeitig verschwindet, und dies giebt, nach Glei- 
chung (3.), mit y7’ multiplieirt, ein Resultat, welches einen endlichen und 
von Null verschiedenen Werth annimmt, wenn n auf die mehrfach ange- 
sgebene Weise in den Punkt «,,, eintritt. 

Sei endlich @=b eine #-fache Nullstelle von 77 (z—a,)—1, die für 


1 


den Werth „= zum Vorschein kommt, so ist in der Umgebung dieser 


Stelle 


N(z-a,)—1l = (eb) (&,+8(2—b)-+--). 
pet \ 


log I (x—a,) = log 1-(2—bY (u +&(2—b)+--)). 
j vand - k ; n 7 J 


\ 
= (2 —b (0, -d, (2 —b)+-- ), 


wo &,. d, von Null verschiedene Constanten bedeuten, folglich hat die 
Funetion H({r) auch an dieser Stelle einen endlichen und von Null ver- 


schiedenen Werth und verhält sich in der Umgebung von n = /? eindeutig. 


1 - N) 

Wir haben also in 

days ? 
) R(e), 


hr) er “ I) ,) d£ J 


wo R(x) durch die Gleichung (4.) gegeben wird, den allgemeinen Ausdruck 
einer ganzen invarianten eindeutigen Form, d.h. einer Form, die nur an 
den Stellen x = ec, verschwindet, sonst aber allenthalben innerhalb Z, und, 


“ 


in dem angegebenen Sinne, auch in den an der Grenze von L, gelegenen 
Doppelpunkten parabolischer Substitutionen der Gruppe @ endlich und von 
Null verschieden ist. Der Ausdruck 


20 * 
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1 








Lt (} Gi ) 4 
/ R / de na ara NE sm v / s 
D(y,. Y) = > (ac +b) II (®—«,) log LIE: —-4,,) 
- x L = 
F > 1 
| AI2—a,—|1 | 
jazz} 
BR x b b 
stellt im Alleemeinen die zu 2=— —., daereeen wenn — — 4, wo a 
te) Aa bee) bee) a “» r4 


ein nicht logarithmisch singulärer Punkt, die /,te Potenz der zu diesem 


b 


Punkte gehörigen Primform dar. Ist — = Un; 80 verschwindet die Form 


2 


P(y,,9,), wenn n auf die oft gedachte Weise in den Punkt «, und die durch 
die Substitutionen der Gruppe daraus hervorgehenden Stellen einrückt, wie 
Iri 
e Yyuln-an) , 
und spielt daher für diesen Punkt dieselbe Rolle, wie die ?,te Potenz der 
Primform für einen nicht logarithmisch singulären Punkt a,. 
Bemerken wir noch, dass im Allgemeinen erst 


er vs) 


eine eindeutige Funetion von 5 wird, während 9(W,,9:) und P(y,,Y,) sich 
aus Wurzeln und Logarithmen eindeutiger Funetionen von 5 zusammen- 
setzen. Auf eine Darstellung dieser Formen hoffe ich bei einer späteren 
(relegenheit zurückkommen zu können. 

Wenn nur einer der singulären Punkte 2 =a, @, ..., 4, © ein 
logarithmisch singulärer ist, so kann durch Anwendung eines einfachen 
Kunstgriffs die volle Gültigkeit der in der vorigen Nummer entwickelten 
Formeln erzielt werden. Wir können uns nämlich diesen logarithmisch 
» verlegt denken und dann n so wählen, 





singulären Punkt stets nach x = 
dass es für e=»x auch unendlich wird. Die zu e=»x gehörige para- 
bolische Fundamentalsubstitution hat alsdann die Form 


nr = NY 
und es ist in der Umgebung von = x: 

1 1 \ 

rt = PC, 


RER 
9 Bd), 


wo 
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ist und Kt), B;(E) gewöhnliche Potenzreihen von f bedeuten, die für £= U 
nicht verschwinden. Man ersieht hieraus, dass bei Beibehaltung der Aus- 
drücke, die in der vorigen Nummer für die ganze invariante Form 9... ),) 
und für die zu regulären oder im Endlichen gelegenen singulären Punkten 
gehörigen Primformen hergeleitet wurden, die Endlichkeit dieser Formen 
auch dann erhalten bleibt, wenn 7, so in den Werth ® und die aus dem- 
selben durch die Substitutionen der Gruppe hervorgehenden einrückt, wie 
es einrücken muss, damit 2 = » werde. Dagegen spielt für e = x die Form 


1 l 1 
de 
ur .ı Py 


ne dx .“ 
Plön 4) = + ) I (2 —a) 
(Yı Y:) \dt A \ J 
dieselbe Rolle, wie für einen nicht logarithmisch singulären Punkt 2 = a 
die ?,te Potenz der entsprechenden Primform. 


4 


Pr a2, A=3, A>2 A=x, 1, =0, 5 =1, ö=z, dh im 
Falle der elliptischen Modulfunetion, stimmen diese Formen mit denjenigen 
überein, welche Herr Klein in seinen „Vorlesungen über die Modulfunetion" *) 
betrachtet und die, abgesehen von constanten Factoren, direct durch die In- 
varianten 9, 9 und die Diseriminante ./ der biquadratischen Form, aus 
welcher die Modulfunction entspringt, dargestellt werden. Ebendaselbst **) 
leitet Herr Klein auch Relationen für diese Formen her, welche sich aus 
unseren Gleichungen (11.) voriger Nummer durch Speeialisirung ergeben. 


*) S. 117—129. 


**) S,.118 83. 


















Erweiterung eines Pfaffschen Satzes auf simultane 
totale Differentialgleichungen erster Ordnung und 
Integration einer Klasse von simultanen partiellen 
Difterentialgleichungen. 
(Von Herrn M. Hamburger.) 


Bei der Lösung des Pfaffschen Problems, eine totale Differential- 
sleichung erster Ordnung zwischen mehr als, zwei Veränderlichen voll- 
ständig zu integriren, besteht die Hauptoperation des Verfahrens, welches 
der berühmte Urheber hierfür einschlägt, in der Reduetion des Differential- 
ausdrucks 

U = ade, +adı,-+---+a,dı,, 
wo die Üoeffieienten a,, ..., a, Funetionen der veränderlichen Grössen 
2 >.., ©, Sind, auf die Form 
U = ody, +osdys+ +0, ‚dy.-ı, 
so dass A, &, ..., &,_, Functionen von z,, ..., z,, hingegen &,, ..., 0,-ı 
Funetionen von 9%, ..., 9,_, Seien, und dass die Anzahl der letzteren veränder- 
lichen Grössen um Eins kleiner sei als die Anzahl der Grössen z,,..., 2,*). 

Die darin gestellte Aufgabe übertragen wir auf ein System von p 

simultanen Differentialausdrücken erster Ordnung der Form 

(1.) U! = ardı, +a?da; + -+aldır, =... P), 
wo a, ..., a® Functionen von x bedeuten und p < x ist, in folgender Ge- 
stalt: Es soll vermittelst eines Grössensystemes 


Ars (‚=1,2...,p) 


dessen Determinante / von Null verschieden sei, eine Reduction der Diffe- 
rentialausdrücke (1.) auf solche von »—1 Variabeln derart bewirkt werden, 


*) S, Gauss, Göttinger gelehrte Anzeigen 1515. Werke III, p. 252. 
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dass die p Identitäten stattfinden: 


2) AU+RUH--+RUr = atdy 


(o 1 


toadye+-+e_,dy,.-ı; 
pP} 

wo die Grössen 4, a; und 9, Funetionen von &,, ...., z, bedeuten und die 
Coefficienten «; Funetionen von Y,,..., Y,_, sein sollen. Wie vorauszusehen, 
kann die Reduetion (2.) nur unter gewissen von den Üoeffieienten der 
Differentialausdrücke (1.) zu erfüllenden Bedingungen von statten gehen, 
die im Verlauf des folgenden Verfahrens sich ergeben werden. 

Denken wir uns ©, 2%, ..., z, durch die » neuen Variabeln y,, 
Yoy »+., Yu und £ ausgedrückt, so ergiebt sich zunächst aus (2.): 


n 


en Or: i Or i—n Or, 
° N 1 v 1 ” ! 2 v 2 € 4 . t ' 
(3.) > a; +4, N a; +..+4/ Na! = 0, (k=1 v) 


i—1 oO "ie ot de ol 


woraus, da die Determinante / der Grössen 4 von Null verschieden sein 
soll, die p Gleichungen folgen 


ne Or; RE 6 Or ( en 
3) Ze —- =0, 3 —-=0, ... ai - =. 
u - a =ı 6 ’ u A 
Aus den Identitäten (2.) folgt ferner, wegen der Unabhängigkeit der Coef- 
ficienten «;, von E: 
E { d s Sem an ( Tr, 4 N N ji X; 
(4.) Ä 7, 5 a- me AP Na’ >= U, 
a DEP Ol a" 0% 
(} 2 B l n—1) 
oder 
Pe oO’ . FL 7 =n(Olkka)) Or, o(Ka) Om) 
430; -—- ++ Na! TS | E: rer =WUV, 
du oy,ot ei Mi N ol oy, ot oy, ) 


s 


Die Differentiation der Gleichung (3.) giebt mit Berücksichtigung von (3°.): 


_ 2 
l n ( y ’r ’ 7 n ( Y ’r q n ( a 1 c E 2 1 ’ f A fi x 
1 “ 1 ı ! | p . p ! | 1 Y q u. q ! } . t 
Ei ++ Ze HH ——- + +2 0 
—=ı Oy,oi je} oy,ol -ı Oy, Of i=ı Oy, Oi 


woraus dann durch Subtraetion der beiden vorstehenden Gleichungen folgt: 


on O(ALa!  oldkat)ı O8; 
ss | (Ai ) dee (A )\ z 
un“ ot ol Oy, 


l N l fi » 
)r1 ca, oG; I OX; 

zn - F hr ++ 4/ 

1 


or. 70) ol 


r . x “ . OX; » ® W 4 .. 
Durch Vergleichung der Coeffieienten von „ auf beiden Seiten erhält man 


Oy, 


k 


0a) ,..., Oh) _ Tel OEL. de) On 
=] OL, 


A 
ol ot OL; ol 
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woraus endlich folgt: 


s An! m! N = AnP Aa? Mi) 
j! er oa, oa, or, | pw oa, oa, or, 
u N a A 77.4 ko N Fe 7 
si OT, OT, ol Pe OT, OX, ol 
Oi, EyY 
f 1 k p /Pk 
a; +. +4 = 0, 
SR ot +@ ot 


k=1,23,.,Pp;i=elh,%..,n). 
Setzt man die Variabeln y,, ..., Y%._ı gleich Constanten, so dass z,, ..., =, 
Funetionen von f allein werden, so erhält man aus den vorstehenden 
Gleichungen und den Gleichungen (3°.) durch Multiplieation mit dt die 
Ditferentialgleichungen: 


‚or dai oa, nr da dal 
3 ( — — —— )de, RE ( u )dz, 
: e=1 Ö: $ or, r . 1 Or, O%; u 
A\# 7 ı JıP 
s-2R . sn . s—N 
zu zZ SU ..u — a’dx, = (0. 
s—1 s=1 s—1 





welche durch die a—1 von den A unabhängigen Integrale 
Yyı=Cı, Yırzlz ::ıH hı-ı 7 a-ı 


simultan befriedigt werden. 
Setzt man in der ersten der Gleichungen (5.) k=1, 2, ..., p, mul- 


tiplieirt die bezüglichen Gleichungen mit u, u$, ..., u, wo u? den Üoef- 
ficienten von 4? in / bedeutet, und summirt, so erhält man 


ar, r 0 n_o 
$ ns 0a; oa} r 
1 dr. talutdii + usdiit + usdh) 
8 A 8 de Die 


+a;(uf dA, Husdi ++ ußdi,) + ta (ufdil + usdi! ++ u2dk}) = 0. 
Die Grösse 


watt + di, 
J 


fir welehe man mit Rücksicht darauf, dass 


a ee 7 
4 


den Werth Null oder Eins hat, auch schreiben kann 
“k u‘ “k u‘, ak u; 
id 4 )-a( A ) ia) EN A ): 


") Auf ein solches System ist auch Herr Forsyth geführt worden. S. Theory of 


differential equations, part I. 
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sei der Kürze wegen mit —e®" bezeichnet, ferner sei 


da: oa‘ . 2 a r 
.—_ =, sods a,=0, ad, =-—a. 


or, or, 
Indem man nun für © die Zahlen 1, 2, .... » nimmt, ergeben sich für jedes 
o die n-+p Gleichungen 


| as,dae, + —+a!, dx, —_ (MU. — + +4 a‘ 1“ ] j in 


(6. 


SS: | a, da, +. -—+a,de, == ), ( 9 „ 


ve”, .... 0%” bedeuten nach dem Obigen unendlich kleine Grössen, die aus 
den p Differentialen a(#i) al: ) a(#®) linear und homogen zu- 
A J° . A J wur \ A J l _ 


sammengesetzt sind. Die Determinante (p-+n)ten Grades 


ad... —a,:---—aP 


(6*,) — () 


RE 4 Be 
ist eine schiefe Determinante und daher identisch Null, wenn p+n ungerade 
ist. Ist daher 1) p--» ungerade, so ist eine der Gleichungen (6.) eine 
Folge der übrigen a+p—1 Gleichungen, und diese liefern nach Elimination 
der linear auftretenden Grössen e°', .„... e°’ für ein bestimmtes o ein 
vollständiges System von »—1 Differentialgleichungen zwischen den » Va- 
riabeln z,. ..., x. Sind 


un was 5 u, =e 


n—1l von einander unabhängige Integrale dieses Systems, so liefern »—1 
beliebige von einander unabhängige Functionen der Grössen ı,, .... %,_; 
die gesuchten Grössen 9. .... Y%,_1 als Functionen von ©. .... z,. 
Die dem System (6.) aequivalente lineare partielle Differential- 
eleichung erhält man durch die Bemerkung. dass die Gleichung 
dy = I da, ++ -—-de,=0, 


oT, Of, 
wo y eine beliebige Function der Integrale w,, .... @,_, Oder Yır 2... Yu-ı 
bedeutet. eine Folge der Gleichungen (6.) sein muss, in der Form 


a, 


ol »+ + ® 


0 l } 
- —/1 ... — (I 
aEi O0 


a) 0 joe 

oy Oy 

Or, Or, 

worin eine Zeile, z.B. a‘. ..... a‘. 0. O0 auszulassen ist. »—1 unabhängige 
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Lösungen derselben stellen die gesuchten Variabeln y,, ..., y„_, dar. Schreibt 


i a a Ö oO 
man die Gleichung (7.) geordnet nach —I-,.... ——-: 
das or, OL, 
ö 0] u | © 
Ay) = 4 MI +++ A! -— I 0, 
he or, - O8, OL, 


so ergeben sich die von den Coefficienten des vorgelegten Systems von 
Difterentialausdrücken (1.) zu erfüllenden Bedingungen, damit die Reduetion 
(2.) möglich sei, aus der Bemerkung, dass die p partiellen Differential- 
sleichungen 


Ay, == (), Ay) E | PR A’ (y) = U) 


dieselben Lösungen Y,, .... %,-, haben müssen. Die fraglichen Bedingungen 
lauten hiernach 
AS Ag A}, r 
-=— =. = —- fü 0=>2,3,..,P 
A! A! A, r 


Die Anzahl dieser Bedingungen wäre sonach »(p—1). Allein diese Bedin- 
sungen sind nicht von einander unabhängig. Die Aufgabe der Reduction 
(2.) führt nämlich zunächst auf das Gleichungssystem (9.) 


‚zn /dal dal end da tg 

42 (2, -—,)det- +22 (5 ma )dx,+ a! di +. +a’dii — () 
=] wos |; B=3 wg ’ 57° 
(k=1, re T- =, En 


und dureh Auflösung nach den Summengrössen auf die pr Gleichungen 
a? da, + -+a?,de, = a0" + +alve. 
(0 1, EEE, IE Bi a 
Eliminirt man aus ihnen die p’ linear auftretenden Grössen o"’(o=1,2,...,P; 
o=1,2,...,p). so erhält man ein System von »p—p' Differentialgleichungen 
zwischen den Veränderlichen #,,..., x, allein. Hieraus folgt, dass 
n»p—-p—(n—1l) = (p-Un—p—1) 

dieser Gleichungen Folgen der übrigen »—1 Gleichungen sein müssen. 
Die wahre Anzahl der Bedingungen für die Coefficienten a, ist demnach 
p-L)a-p-L. 

Sie verschwindet im Falle des Pfaffschen Problems (p = 1) und im 


Falle eines vollständigen Systems totaler Differentialgleichungen (p = »—1). 


Ist 2) p+n gerade und die Determinante (6'.) verschwindet nicht 
für jeden Werth des Index o aus der Reihe 1, 2, ..., p, dann lassen die 


N 


Gleichungen keine Auflösung nach den Differentialen dx,, ..., de, zu, und die 
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Reduction der Differentialausdrücke (1.) ist daher in der Form (2.) nicht 
ausführbar. In diesem Fall wird man wie beim Pfafschen Problem (p = 1) 
für den Fall einer ungeraden Anzahl der Variabeln, einstweilen x, als eon- 
stant annehmen und, da p+r—1 ungerade ist, die Transformation 


„,U+,U +. +20 = ody+osdy,+-+0,_,dy 


wo UÜ'= aadr,+---+aldr,, x, eonstant ist, ausführen können. unter den nach 
dem Früheren nöthigen Bedingungen; 0, ..., «,_, sind Funetionen der »—2 
Variabeln 9, ...., Y,_, und x,, welches letztere Argument als Constante in 
ihnen auftritt. Führt man jetzt wieder x, als Veränderliche ein, so ist 
zu setzen 

V, = hatt tat (dt + +. tab, De), 

OL, OL, ( LT, : 

und man erhält die lteduetion auf einen Differentialausdruck mit n—| 
Variabeln in der Form 


„U+,U +. +HU’ = V,de+ody,+edyg + +0,_,dy,_i. 
welche an Stelle der Verwandlung (2.) zu setzen ist. U’, ..., U” haben jetzt 
wieder die ursprüngliche Bedeutung der Differentialausdrücke (1.). Weiter 


unten wird für den in Rede stehenden Fall noch eine zweite Art der 
Reduction angegeben werden. 


Kehren wir zur Transformation (2.) zurück, so handelt es sich noch 


um die Bestimmung der Coeffieienten «* der Differentiale dy,, .... dy,_.. Nach- 
dem ein System von Integralen y,. .... 9,_ı gefunden ist, ergiebt sich aus (2. 
‘ON 1 . e . OR; au . I: Kr ı ” or 
G. } O. — rt JE a. 4 h, R: d; le 6 6 0 u 4 ze a’ 
\ / 2 | Oy; 1 Oy; nr‘ oy 


Hierbei hat man sich x,, ..., x, durch y.. .... 9... t ausgedrückt zu denken. Ins- 
besondere kann man x, für £ nehmen, also &,. z;, .... x, durch r,. Yıx +. 9,_ı 
ausdrücken. Nach geschehener Substitution muss dann auf der rechten Seite 
x, herausfallen, da die linke Seite allein von Y,, %. ..., 9,_, abhängig ist. 
Vorzugsweise einfach gestaltet sich die Bestimmung der Coeffieienten «‘, 
wenn man sich nach dem Vorgang des Herrn Natani*) der von Cauchy 
und Jacobi eingeführten und von Herrn Natani für die Behandlung des 
Pfaffschen Problems so erfolgreich verwendeten „llauptintegrale‘“ des 
Systemes (6.) bedient. Setzt man nämlich », constant, z. B. gleich Null, 


*) Natani, Ueber totale und partielle Differentialgleichungen. Dieses Journal 
Bd. 58 p. 302 ff. 


& -. 


21” 
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und nimmt als zugehörige Anfangswerthe der übrigen Variabeln 
en Ba ui, 
so lauten die Integralgleichungen des betrachteten Systems 


Yyı =-Yı $«=yı ++ Im 7 Y-1 
wo die rechten Seiten aus den linken hervorgehen, indem man z, =, 
2,0... 2,=ıa, Setzt. Diese Gleichungen löse man nach den Uon- 


stanten ©, I, .... x, auf, so dass 

Ol, + ih Di, u zen Bes 
dann heissen 9, sr, ».., $„-ı die Hauptintegrale des Systems. Führen 
wir dieselben in (8.) ein, also &;, ..., x, statt 9. ..., 4._, und berücksichtigen, 
dass der Ausdruck auf der rechten Seite von x, unabhängig ist, so dürfen wir 


! 


darin x, = 0 setzen, dann wird aber & = ©, %, = 7,5...., z,=rz, und demnach 


r 


OL, Or, 
—=-(), wm u», ——- =] 
Or, ’ On 


Folglich erhält man für «; die Ausdrücke 

A fYalN’!/ 1 Ei 2\ 2\ I 3 ‚\f E I\ 

oe = (U) (a) -+H(M) (a) ++ (A) (ar), 
wo die Striche auf der rechten Seite andeuten, dass in den damit behafteten 
Grössen die Variabeln x, &, ..., z, resp. mit 0, ©;,..., z, zu vertauschen 
sind. Die Transformationsgleichungen (2.) nehmen bei Einführung der 


Hauptintegrale &;, ..., x, hiernach folgende einfache Gestalt an 


MU'+.- +40? = (MH) (UN) ++ Ur), BE ENEN 
Wo 
U°) = (a)de5+ (as) da; +: +(a) dx,. 


Da die Determinante / der Grössen 4, deren Bestimmung im dritten Ab- 
schnitt erfolgen wird, von Null verschieden ist, so erhellt, dass die Inte- 
sration des Systems p totaler Differentialgleichungen zwischen den » Va- 


riabeln &;, -..., &, 


N an 
U= Yaldı,=0, ..,„ Vz zardı,=0 
1 vu 


mittelst der Integrale des Systems (7.) auf die Integration des Systems p 
totaler Differentialgleichungen 
U=5(a)de,=0. .., (= 3 (a) dz, = 0 


\ 
) 


zwischen den »—1 Variabeln &. .... x, redueirt ist. 
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Auf die weitere Behandlung dieses redueirten Systems gehen wir 
hier nicht ein. Für die unten folgende Anwendung auf die Integration 
simultaner partieller Differentialgleichungen reicht die erste Reduetion hin, 
nur ist es noch nöthig, den Fall zu betrachten, dass zwischen den Variabeln 
X: :.., z, mehrere Bedingungsgleichungen 

or Su 0, u, 
WO 4, ..., a, Uonstanten bedeuten, gegeben sind, und p+7 <nr ist. Man 
könnte dann x der Variabeln r,, ..., x, mit Hülfe der gegebenen Gleichungen 
eliminiren und die Differentialausdrücke mit den übrig bleibenden »—n 
Variabeln würden durch das obige Keduetionsverfahren auf solche mit 
„—n—1 Variabeln, die mit 


7PReINEE SORTIEREN, 97 

bezeichnet sein mögen, zurückgeführt. Wendet man aber ein in einem 
ähnlichen Falle von Herrn Natani*) angegebenes Verfahren an, so kann 
man zu den Integralen Yı31ı. Yas2+ »+ +, Yu gelangen, ohne die gedachte 
Elimination auszuführen, indem man ein System von Differentialgleichungen 
zwischen den z,. .... x, aufstellt, deren »—1 Integrale 

Yı = 6, +04 Pr En Yarı FC + +0 Yı TC, 
sind. Man fügt nämlich zu den Differentialausdrücken U’, ..., U” noch 
df,, ..., dy, hinzu und setzt statt (2.) die 'Transformationstormel 


PR u, U'+. HH UP HH dp, + +Al "dp, 

= dp, +. ter dpat0ardYarıt+e,_ıdy, 
an, WO &, ..., &_, Funetionen von Pı, ..., Pas Yır ++, 4, Sein sollen. Die 
oben befolgte Methode für die Transformation führt dann in Berücksichtigung, 
dass € Ei = & 7) V ıst, zunächst an Stelle der Gleichungen (9.) 

OL, OL,’ OH, Bi er 


zu den folgenden: 


,&a.de,+ "+4 5 ade 
1 ' 
I £ | y N ( 1 a 
ra; di. u «a di! 7 r: di! es / di! L () 
OX oT 
zeade=d, .:. Zei, =0, de=0, ...,. de, =d, 
N 1 1 


und daraus durch Auflösung nach den in der ersten Gleichung auftretenden 


% =) 


) a.a. O0. p. 313 und 519 ff. 
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Summengrössen. indem man k=1, 2, ...., p setzt, dem System (6.) ent- 
sprechend, hier das System von »a-+p-+n Difterentialgleichungen 


0 | | 0 Ei Pop _| Op, 0o,p+1 OP o,p+n 
a’, da, —- ...o— at,dx, u A,U" 2 u + = © ee. + — - p* \ R 
OL, OLg 
10.) adae, + -+a,de, = V. 
N k a Oo 7 
I de, ++ . = v, 
Or, OX, 
ee A Be 2 0 Be 2, ’) 





wo 2", ..., 2%’*” unendlich kleine Grössen bezeichnen. 

Ist 1) »+p-+n ungerade, dann ist eine der vorstehenden Gleichungen 
eine Folge der übrigen »-+p-+n—1 Gleichungen, und die Elimination der 
linear auftretenden p+n Grössen o"', ..., 0»?*" liefert ein vollständiges System 
von »—1 Differentialgleichungen zwischen den » Veränderlichen &,,..., £,. 
Die dieses Svstem vertretende lineare partielle Differentialgleichung lautet: 
Be he 


0 ) 1 ) 
A... dr a 


ni OL, OL, 
RER - Br Bsiyc, 0 
(11.) dm; I =U, 
: P, 2m ap E a () ER () () ee () 
or, OR, 
BER u en BET 
( T, OT, 
(8 =13 2... tr ei 2.0 DB Be a 


worin eine Zeile, etwa a?...a5000. auszulassen ist*). 

Wie aus der Form der Determinante erhellt, sind rz der Integrale 
der partiellen Differentialgleichung (11.) in y und mithin auch des voll- 
ständigen Systems von totalen Differentialgleichungen (10.) 9, ..., %.5 die 
übrigen »—nr—1 Integrale stellen die Variabeln y441, Yazıı +++, Y,_ dar. 

Wie aus (9.) hervorgeht, lautet die Reductionsformel in vorliegendem 


Falle, wenn für 9,,..., 9%, die vorgeschriebenen Werthe eingeführt werden 
} U'+ DEE ug Er U! — ie ‚dy, 4 + +0,_.dy,_ı 


und 0%, 12 »:., &%_, sind jetzt blosse Funetionen TR ir Me 

Ist 2) »-+p-+n gerade und die Determinante des Gleichungssystems 
(10.) von Null verschieden, also die Gleichungen nach da,, ..., dx, nicht 
auflösbar, so fügt man noch eine willkürliche Beziehung zwischen den 


*) Vgl. Frobenius, Ueber das Pfaffsche Problem, dieses Journal Bd. 82 $ 20, wo 
ähnliche Determinanten auftreten. 
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Variabeln z,, ..., z, 
url 6 0) 
hinzu und verfährt in obiger Weise. 

Nehmen wir insbesondere an, dass 7 =0 und n-+-p gerade, so haben 
wir den bereits früher (S. 163) behandelten Fall. Mit Einführung der will- 
kürlichen Function Y(&,,..., z,) setzen wir die Transformation an: 

„U +. + U’ +2 dp = ndy+ardy,+---+a,_ıdy,_ı. 
Das daraus herzuleitende vollständige System von Differentialgleichungen 
zwischen den &,, .... x, ist äquivalent mit der partiellen Differential- 


gleichung in y 


a 0% 
ad... dh: —a-— Ep 
a, wi da, () 8 0) () m [ 0): 
Oo OÖ 
25. ... I ns (0) () 
or, Or, 
(.£ 02 9 BRRRE vae 2 000 


eine Lösung ist offenbar y=y, da bei dieser Substitution die Determinante 
eine schiefe von (p-+r-+1)tem, also ungeradem Grade wird, und die übrigen 
n—2 Lösungen liefern die Grössen %, .. +, %,_.. Die Reduction hat hier 
die Gestalt 
„,U'+.+KXU = (KM )dpy+ody+--+a,_.dy, 

Dies ist die zweite Verwandlungsform für den Fall, dass p+r gerade und 
die schiefe Determinante (6°.) von Null verschieden ist. Die redueirte Form 
enthält die willkürliche Function g, und &,..., «_, sind Funetionen der 
n—1 Variabeln %, y,, ..., %._. Nimmt man für die willkürliche Funetion 
x, selbst, so kommt man auf die oben hergeleitete Transformation. 


‘) 
ud # 
Anwendung auf die Integration simultaner partieller Differentialgleichungen erster Ordnung. 
4 . 
SEIEN 
p,(u aut I 2 | " SEN 
pi\ y . ». +. 9 TI, . 0. 0.8 Ins U, u BR Us 1» > _ u... Uns .. .% U, . . ».» .. HU, ED d 


d=1,2,....») 
p partielle Differentialgleichungen erster Ordnung für die p Grössen «', .... % 


als Funetionen der m unabhängigen Variabeln z,,..., z,., worin «= = —, 80 
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kann man dafür das System der p totalen Differentialgleichungen 

(12.) U: = du — u de, — u dr,—:--—u?,da,, = 0 

0=1,2,...p) 
setzen, mit den p Bedingungsgleichungen 
aa. Qy=u, 
Die Variabeln des Systems (12.) sind 
BE re A ee ee 
ihre Anzahl ist 2 = p+m-+-pm. 
Das System (12.) stimmt mit dem System (1.) überein, wenn man für 

die x die genannten Variabeln und für die Coeffieienten a? die Werthe setzt: 

GN re Are + ns; 5 


N Ei er Fr — ud, 0 ET, 5 


Die Gleichungen (10.) geben, da hier m =p ist, 


a 70 En 5 OP» op 





op 
0,0 I I D, 
() => — wl | — . (o 1, 2 p) 
ou ou” 
2 og 
. u 1 ‘ 1 ) 0,» |! p, 0,» + | V» { In 
— du = — ut" —-—ure" + er PriL.. 2 E07? 6=1,2...,m) 
OT. OX, P, 
/ IN 
13.) | | 
\ J / «(nn 0% 
‚»+l I ‚ 0.2 
dx. = Pi ©" ! E sie zer : ve P_ GL 2... 
ON: ON: ü 
ot O4 — —1, 0- N 
V= hi or Pt... Fr ee ?, (? =1,2, Le A ri ) 
R) ’ # 0’ Ss ZZ ll, &, 020%, } . 
ou: ou: 


Solcher Systeme (13.) müssen p neben einander bestehen, indem für oe der 
Reihe nach 1. 2, ..., p gesetzt wird. Dazu treten noch die Gleichungen 
(12.). Die letzten Gleichungen in den Systemen (13.) geben durch Auf- 
lösung nach den Grössen e*?"', ..., 0°”, wenn man 


og; | 
. — WW. (i.} 4 p) 
OU, 
» x 9) . Ö 1 . . ko . 
setzt und die Coeffieienten von “7° in w, mit w"? bezeichnet, 
ou? / 


> 


.o,2+1 __ 30 1,0 ae 2,0 Ne RE p.0 
qQ \ 1 TOR AN ww. . qQ F ! a R> WW, '. . . .. D“ 4 a Ar w. . 


wo 2° einen unbestimmten Factor bedeutet, der wie die Grössen ®°" unend- 
lich klein ist. Die Gleichung 


og I), p+1 | 0) 0,29 
de, = Pr gerri rt... Pr gen 


OU; ou, 
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wird dann 


dx, Aw, 

Aus der Gleichung 
pePp+k == Je ap? 
folgt, dass A!‘ von s unabhängig sein muss, also 
vertk— epht = Afıphe 


s 


woraus die von den p zunächst zu erfüllenden Bedingungen 


wi ui 
>= > . E (=1, nes; Kein 
Y ‘ y'* 
Die Gleichung 
de, = My, 


erfordert ferner, damit dr, von eg unabhängig sei, dass 


w=h, 
also 
A et 
> wie aphe 
ist. Hieraus folgen für die p die weiteren Bedingungen 
vi? yı! 


Be 


folgen: 


Die Gesammtheit der von den p zu erfüllenden Bedingungen kann daher 


ausgedrückt werden durch 
„= Br: (ma ..m 


u 1,1 
1 l 


ihre Zahl ist (m—1)(p’—1). 
Setzt man Alw)'=4, so wird 
PR 1...: SAREEER .: _.: GAR. 
= we ER y\! y\! 

$ $ 


8 
8 


und 


Ar ko 2 k,o 
Poptk—_ Ay? Bann v, we kw, s 


1 "SR 11 
Ferner ergiebt sich 
Ip, 
(14.) de, = 


Die ersten Gleichungen in (13.) werden: 


ne it. 


Ö 
1, a 
wire PwP®? : we, 


ow 1) 


DD 


2 


Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 2. 





h Pa: ) n \ 
kom! .u2 


mit Ausnahme der Combination k=1. 2 =1/ 
% 


(v=1, 2,..,2) 
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und die Substitution dieser Werthe für e°* in dem Ausdruck für dw? in 
13.) ergiebt endlich 


rgi 


pe 


Da + = ++ an 


our 


ou 


og, o OP.N.. 
saurı\ + —. et ee u DE RR 
( 15 a Or, + u, 1 + F l; ouP J U 1 + 


a OP» P,0 . 
He +%U l; 1 ji + +u u! 23m 


((=1,23,..,92 s=1l,23...,m) 





Die Gleichungen (14.) und (15.) bilden zusammen mit den Gleichungen (12.) 
(12.) de = uda, + +ude, 

nach Elimination von 4 ein vollständiges System von m+p+mp-—1 Diffe- 

rentialgleichungen zwischen den m-+-p--mp Variabeln 


RE Ei Ti FE ER 3, 


m? 


Dieses System ist vollständig zu integriren. Sind dann für x, = 0 


IN’ 


0 TE a a a a a 


die Hauptintegrale desselben, so redueirt sich nach den Darlegungen des 
vorigen Abschnitts die Integration des Systems totaler Differentialgleichungen 
(12.) auf die des folgenden 


(16.) du) — (u) de, —--— (u) de), =. (e=1, 2,...,p) 


Die allgemeinste Integration dieser Gleichungen ist in dem folgenden System 
von mp Gleichungen enthalten 


(u), %...0%)= 0, 


ww _ l 0W, _ 1 1017 Fa % 1 0W, 
Ku) WW) or 3 Wr lub)! Ha’ 
(o=1,2,...P) 


WO ©, &, ..., @, Willkürliche Functionen der in ihnen enthaltenen Argu- 
mente bedeuten. Fügt man zu diesen mp Gleichungen noch die gegebenen 


partiellen Differentialgleichungen 


hinzu. so lassen sich sämmtliche mp Derivirten a? eliminiren, und man be- 
hält » Gleichungen zwischen den Variabeln a', ..., #”; &,, ..., x„ allein, welche 
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u,..., a” als Functionen von &,, ..., x, bestimmen. Diese bilden die all- 


gemeine Lösung des vorgelegten Systems partieller Differentialgleichungen 
mit p willkürlichen Functionen. 
Das System (16.) und mithin das System (12.) wird übrigens bereits 


ud ’ 1 \ 1 ?} 
durch die m-+-p—1 Gleichungen 


! ! ! ! I, \/ 
ar, Bun. =, (E) =, (Ef) wi, 6 (E) ae.i,m 


m m 7 m» 


WO &,x 22.5 %y4p' Willkürliche Constanten sind, vollständig integrirt. Allein 
diese im Verein mit den p gegebenen partiellen Differentialgleichungen ge- 
nügen noch nicht zur Elimination sämmtlicher Derivirten x’, es fehlen dazu 
noch mp+p—(m-+p—1-p) = (m—1)(p—1) Gleichungen, die man also zwi- 
schen allen m-+p+mp Variabeln noch in ganz beliebiger Wahl hinzufügen 
könnte, um nach Elimination der Derivirten a° p Gleichungen zur Be- 
stimmung von «', ..., a” als Funetionen von r,, .... x, und damit eine neue 
Lösung des vorgelegten Systems partieller Differentialgleichungen zu er- 
halten. Da (m—1l)(p-—1) für p=1 verschwindet, so ersieht man, dass im 
Falle einer einzigen partiellen Differentialgleichung keine Gleichung hin- 
zugefügt zu werden braucht, um auf diesem Wege eine Lösung mit m 
willkürlichen Constanten zu erhalten. Dieselbe ist dann das nach der 
Lagrangeschen Bezeichnung sogenannte vollständige Integral der partiellen 
Differentialgleichung. 

Im Folgenden wollen wir ein Beispiel behandeln, das darum von 
Interesse ist, weil in ihm die von Jacobi integrirte Klasse von simultanen 
linearen partiellen Differentialgleichungen enthalten ist.*) 

Wir nehmen an, dass die Funetion , die Variabeln =, .... u"; 


Tıy +.., 2, beliebig, aber nur die Derivirten von = enthalten, so dass 


Og; 0 


2= für E ß, 2 taugt 


ou?! 
Zur Aufstellung des vollständigen Systems totaler Differentialgleichungen 
ist es bequemer, auf die ursprüngliche Form (13.) zurückzugehen. 


Die letzten Gleichungen in (13.) 


Op op »i,3 en 
.» 1 j p 0 < oo. D } n ae 7 
1 ve r+ t..4 u gm () tür ( ee ) 


ou} OU; 


*) Jacobi, über die Integration der partiellen Diflerentialgleichungen erster Ordnung. 
Dieses Journal Bd. 2. Werke IV, p. T. 


99% 
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erfordern dann, dass 


p9Ppt+e’ in 0, 


wenn o von o verschieden ist, während 


areH, orPt?, a BE 
vor der Hand willkürlich bleiben. 
Die Gleichungen für dx, werden 
de. = Fe gerte 
ou! 


woraus folgt: 


s I 
og, gp+! ein OP, pPpt? Zu Op, pP *P 


Nast Aa? np 
ou, ou; ou! 


Dies ergiebt für die p die weiteren Bedingungen 


v * 2 97 m l [2 1 
ou: Ou? ou! ou! 


(17.) in» Bi DRAN Wi VO 


OÖ } = = . . . . 
— Fı gupr _ ,, wo 4 wieder eine unendlich kleine 


N OGo oe.p+o 
Setzt man gets 


u® ou! 
(Grösse bezeichnet, dann wird nach (17.): 
Ö Pr O6,N\. og Ö 
(18.) de, = ( =; ar )2=( er; =e1 )2. G=1,2%..., m) 
ou h ou j' OU, ou 1 


Man erhält ferner aus (15.) 


En nz r 


® ” pam Ei 0 [3 N 
ou Ou® 


— (=1,2%,....p) 
ou? 


und durch Substitution dieser Werthe für vo®',...., e°”’ in dem Ausdruck 


tür du®: 


n en [2 es 
40\ .)0Yfe , ,ı 0% ‚ 0%o 6) 
(19.) dt! = AN - +, 2 ++: Fe 
\ Os cu ouP ou? 
((=1,2,..,92; s=1, 2, .., Mm) 


Die Gleichungen (18.) und (19.) in Verbindung mit den Gleichungen (12.) 


de = udae, +. -+ur, de 


E. m (=1l, ) 
liefern im vorliegenden Falle das zu integrirende vollständige System totaler 
Differentialgleichungen. 
Sind die Derivirten «° in den Funetionen % linear enthalten, so 
lauten bei den hier geltenden Bedingungen, wenn 
Ofe . O9, 2. op, ‚0, —_X 


/ er 99" 2 8 
on: ou OU; ou, 


s 
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gesetzt wird, die partiellen Differentialgleichungen 


7 OÖ m . \ 
y, Ar (KX,u-+X,u8+--+X, u), 
n u, 
2 a 
worin V,, ®, X, Funetionen von «', ..., W521, ..., 2, allein sind. 
09 ou® ’ [% , . | 
1 


Setzt man noch 


V.:2e - W 


* ou® u 


so erhält man das System in der Jacobischen Form 


ou? ou? ou? 
(20.) W = 4, ——+A: a a 


[2 / 
” or, ( IE ın 


(=1,2, 

Zur Integration dieses Systems linearer partieller Differentialgleichungen reicht 
es aus, die Gleichungen (18.) und (12.) heranzuziehen. Die ersteren geben 
ee, = AR, 

die letzteren 


du? — (u X, - ... -4- u), A.) h = W, ). » 


und, indem man 4 eliminirt, ergiebt sich das zu integrirende vollständige 
System totaler Differentialgleichungen in der von Jacobi gegebenen Form 


oo 
du du di de, _ de, _ den 
Aa Te Ta Tr re 


Sind 
fı = C, fi = 0), 2: 0 AR = C 4 u 


dessen vollständige Integrale, so ist die allgemeine Lösung von (20.): 


ee idee ee 


worin @,, ..., ©, p willkürliche Functionen bezeichnen. Durch die vor- 
stehenden Gleichungen werden «', ..., @ als Funetionen von &,, ..., @, 
bestimmt. 
>) 
Os 
Zur vollständigen Ausführung der Transformation (2.) erübrigt noch 
die Bestimmung der Factoren 4;. 
Denkt man sich das vollständige System totaler Differentialgleichun- 


gen (6.) integrirt und mittelst der »—1 Integrale alle Veränderlichen x,, ..., z, 
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durch eine einzige, x, ausgedrückt, so bilden p der Gleichungen (5.) 
n { Oo a; 


un: 
dr, 


oa! sen da” dal | | 
 Öx Jan rk z - -)de, +a di; + -+a’dil = 0, 


=ı 02, 

indem man für ö beliebige p Zahlen ö, ..., ö, aus der Reihe 1, 2,...,n 
setzt, ein System p linearer homogener Differentialgleichungen erster Ord- 
nung zur Bestimmung von 4, ..., 42 als Funetionen der einzigen Variabeln 
x. Ein solches hat p Fundamentalsysteme von Integralen, und diese liefern 


uns das verlangte System von Factoren 
u. Fe - (k=1,2, ...,p) 


mit nicht verschwindender Determinante 4. 

Die Determinante / lässt sich bekanntlich durch blosse Quadratur 
darstellen, was eine Analogie dazu bildet, dass im Falle der Pfafschen 
ersten Transformation der darin vorkommende einzige Factor durch blosse 
Quadratur ermittelt wird. Wir wollen die Bestimmung von / hier aus- 
führen, weil sich dabei eine neue Form für das zu integrirende vollständige 
System totaler Differentialgleichungen ergiebt. 

Löst man die p Gleichungen, die aus (5.) hervorgehen, indem man 
der Reihe nach ö=ü, &, ..., 2, setzt, nach dA,, ..., di? auf, so erhält 
man, wenn 

a‘ eu R (0, k=1,2,...,P) 
gesetzt und der Coefficient von «,, in R mit b/ bezeichnet wird, für den 
Coeffieienten von 4° in dem Ausdruck für di? den Werth 

Pd da} „son/ 00, 00 \ ,_} 
18 3 (dat +6,23 (—-— -)da,\:R. 
—ı ‘ OT, P s—i O2, OL; 
Nach einem Satze aus der Theorie der linearen Differentialgleichungs- 
\ dd \ . Po 2. 
systeme“) ist aber —, gleich der Summe dieser Grössen genommen über 
o von 1 bis p. Mithin ist 
nn® da? 4 
e Ö Ja: od; m in, Oo a} h 
a1) 2238-5 )++6,(5 2) de, +R“F = 0. 
\ / pn yo pP: Or, P»\ or, 
Dieser Gleichung lässt sich durch Einführung einer RE Schreib- 
weise eine übersichtlichere Gestalt geben. 


*) Sauvage: Sur les proprietes des fonetions etc. Ann. de l’Ecole Norm. Ser. 2, 
t. XI, p. 33H. 
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Wir bedienen uns der Bezeichnung: 


( O 1, 
) > ) | 
:, un“ Eh er | 
a, a; a en u A N 
' j 4 m OX. . . OX, . . 
BE a, u 
a’ ME a, 
1 | 
Mi A er - ar a; 
a pr 
Ru em 1 | 
OL; . . . P} \ OEL, . 
EEE «u a, '\af a a’ 
oR BE , i © | | 
= —— —— (ab +-+aPbP)— „—— (a,b, + -+a’bF)—--- 
\ N} i1/ \ { ,/ 
OR, Or; OX; 
3 
— —— (a,b; a’ b! 
OX; } 
” 
Unter Berücksichtigung der Gleichungen 
——Nn x n ü n 
ze =d, Zei, =) ..., Zei, =V 
s—1 s—1 1 
folgt dann: 
( CO ( 
or, Or; OR, 
y|ı« a‘ a |dr 
1 . 
a’ a’ a 
l 
oR al 08 .„ 00% 
= 5 de. — 5 5 2 +. b° \da 
1 Or, 93 1 OL, 04 ’p 
03 n a oda: ( d, oa ) 
= > P: ‚be ; ı_ )+ = Lb? ( ; )) da . 
[7 ls 1 h OL; OL; 4 UA OL, 
oR er 1,00, rt . 
da — u (be — 1.45 — ng Ist. 
Or, a Or, » O8, 


Somit geht die Gleichung (21.) zur Bestimmung von 4 in die Form über 


© C © 
O8, 08: OX,, BE: 
x „ ß N dA 
(22) | © ... 9 \ds+: 17 0. 
ö Er re 
a’ a’ er a’ 


I 
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worin für ö, ..., 2, irgend eine Combination von p Indices aus der Reihe 
1, 2, ...,. na zu nehmen ist. 

» beliebige dieser Gleichungen liefern nach Elimination der Grösse 
df: 4 das zu integrirende vollständige System totaler Differentialgleichungen 


in einer neuen Gestalt, p derselben können durch 55 ad, (e=1,2,...,p) 


s—1 


ersetzt werden. Für p=1 geht (22.) über in 


Ö oO | | 
sn | —— _—— | d 
< | O8, 7 ‚de,+a- e = 0, (al, 2, ..., ©) 
Io, a, | 


also in das Pfaffsche vollständige System totaler Differentialgleichungen 


s—n 
zur Reduction des Ausdrucks $a,dx, auf einen Differentialausdruck von 


sit 


n—1 Variabeln. 






>00 we 





Bemerkung über die Jacobische Thetaformel. 
(Von Herrn August Gutzmer.) 


Daren Kroneckers Untersuchung: „Ueber die Zeit und Art der Ent- 
stehung der Jacobischen Thetaformeln‘“*) ist von neuem das Interesse auf 
jene zwischen den Producten von vier Thetareihen bestehende Beziehung 


gelenkt worden, welche Jacobi in seiner Königsberger Vorlesung **) als 
Grundlage für die T’heorie der elliptischen Funetionen gedient hat. Es 


mag deshalb nicht überflüssig erscheinen, wenn ich im Folgenden einen 
einfachen Beweis für die erwähnte Fundamentalformel mittheile, auf welchen 
ich vor längerer Zeit durch die Vorlesungen des Herrn Fuchs und ein 
Gespräch mit demselben geführt worden bin, und welcher eine natur- 
gemässe Herleitung der 'Thetarelation bietet. 


Wir gehen dabei aus von der Bemerkung, dass die Jacobische Rela- 


in der Form 


T /’p . So ‘N v /% co - ‘N 
| R | 2\S0+ »14 >2, »3/T 23\e0, 13 >2s 3) 
( .) ) \» P7 Pe r - 9 
= T.(& 3 > 5 T; sy >22; >ı» > 
darstellt, wobei 
ze. og p, p 2. 70 Zu PN\Q /P Pa 1: . 
T,&; >17 924 93) It) +, 3, „2 9 


gesetzt ist, sich als eine Beziehung zwischen Thetafunctionen zweiter Ord- 
nung auffassen lässt. Bekanntlichy) versteht man unter einer 9-Function 


*) Dieses Journal, Bd. 108, S. 325ff., s. a. Sitzungsberichte der Akademie der 
Wissenschaften zu Berlin, Juli 1591. 

**) Jacobis Werke Bd. I, S. 497 — 538. 

***) Bemerkungen über die Jacobischen Thetaformeln, dieses Journal, Bd. 102, S. 2601. 

T) S. Hermite, Note sur la theorie des fonctions elliptiques in Lacroix, Traite ele- 
mentaire de calcul differentiel et de calcul integral, 6. ed.; Hermite, Cours lithographie, 
4. ed. p. 219f. — Vgl. a. Königsberger, Vorlesungen über die Theorie der elliptischen 
Functionen. 


Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 3. 23 
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kter Ordnung eine Function, welche den funetionalen Beziehungen 
y ! o 
P(C-+7) — emeHdBlt 
genügt. Die erste dieser Gleichungen ergiebt in bekannter Weise eine 
Entwiekelung der Form 


ri w: . 
ven to ER +7 & m’t+?nimg 
b/T\ — x’ znim. __ y' - 
T \») ee un Ü,e auge 2 — Cme I 
m —& m—= —R 


und aus der zweiten Funetionalgleichung folgt dann für die Coefficienten 
die Bedingung 
Cn+z = Cm; 
so dass k willkürliche Constanten in P(T) auftreten. Daraus fliesst sofort 
das Resultat, dass zwischen je %+1 Funetionen dieser Art eine homogene 
lineare Gleiehung mit constanten Coeffieienten besteht. Die Betrachtung 
des Integrals 
PD) 
/ DR de, 
erstreckt über den Umfang des Periodenparallelogramms, zeigt ferner in 
bekannter Weise”), dass innerhalb des letzteren die T'hetafunction Ater 


Ordnung %k Nullstellen besitzt, deren Summe = }k(l+r) (modd.1,r) ist. 
Zwischen %-+1 Thetafunetionen kter Ordnung mit denselben Perio- 
den**) besteht also eine lineare homogene Gleichung mit constanten Coeffi- 


cienten, es muss daher möglich sein, aus der allgemeinsten derartigen 
Rtelation alle übrigen herzuleiten. 

Wenden wir dieses Prineip auf die $-Funetionen zweiter Ordnung 
an, so ist leicht zu sehen, dass, da in diesem Falle die Summe der 
Nullstellen = 0 ist, die allgemeinste 9-Function zweiter Ordnung durch 
3,&+.)9,&- &) gegeben ist, wenn man {, als die unabhängige Ver- 
änderliche betrachtet; jede andere Thetafunetion zweiter Ordnung (mit den- 
selben Perioden) kann sich nur durch einen constanten Factor von ihr 
unterscheiden. Zwischen drei solchen Funetionen muss eine lineare Rela- 


tion bestehen. Die letztere kann offenbar ohne Beschränkung der Allge- 


") Hermite, a. a. 0. 8. 223. 
"") Nach dem Vorgange von Herrn Weber (Elliptische Functionen und algebraische 
Zahlen, S. 43) könnte man kurz von verwandten #-Functionen sprechen. 
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meinheit in der Form 
„ JEDE IE+IAE-E: 
| ++) = 0 
angesetzt werden, wo die Grössen c,, ©, c, von £,. &. £, abhängen werden. 
Setzt man nun in (2.) &,={L,. so verschwindet das erste Glied, 
und es folgt: 


6 N Fr (Z, + C ) F (* C J 
ve SR i” o \ “ “ 
3 (5 +%)0,(, - &,) 
also: 
Par m fp PS pP N 
us tr). 
= Z ( Ye” f Lo \ ( Nm 7 zu 
= ud, (SH =2 I (5: > 


so dass (2.) die Form 

c, 7 (+&)9, (u C,) + v2 (C r C,) v2 {m 18 62) v7 (7 P En) F, C; C | 
Bj; 3,54 C;) { &,—6;) yZ 5 Li G) J; 2 5 =) 

annimmt. Die Grösse ce, ergiebt sich hieraus für {,={, als 


E un C ” co \d Ce x 
ae 4 (+6)V, 2 3373 


und damit hat man die Relation 


j nd 4 Se \ € Cm Co \ ( Fa ce x fi Ce 7 u ' fi Far NA gr co fi pr . fi is Co \ 

(&,+{,): (rt) )t dl )F, (u —% F “37T, vz 3] 
97 N\ P7 ‘N P7 - - 

+4, Lu ts I, > -[6,)4 = £ F —ı\ () 


also genau die in die 9 umgeschriebene dreigliedrige Gleichung für die 
Sigmafunetion des Herrn Weierstrass*). Es ist bekannt, dass man aus 
derselben durch einfache Veränderungen von {, und 5, und Vereinigung 
der dadurch entstehenden Gleichungen die Jacobische KRelation herleiten 
kann, wie man auch umgekehrt aus der letzteren die obige Formel abzu- 
leiten vermag. Es ist damit auch die Jacobische Relation (1.) aus dem 
oben erwähnten Prineip bewiesen, worauf es uns hier ankam, 

In einem folgenden Aufsatze soll dargethan werden, wie sich der 
hier benutzte einfache Gedanke für die Herleitung der zwischen Theta- 
funetionen mehrerer Variabeln bestehenden Beziehungen verwerthen lässt. 

*) Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften, 1882, S. 505: Formeln und 
Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen Functionen, herausgegeben von H. A. Schwarz, 
S. 47. — S. a. Scheibner, dieses Journal, Bd. 102, S. 255. 
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Ueber die Gleichungen, mit deren Hülfe man die 
säcularen Störungen der Planeten bestimmt. 
(Von Herrn K. Hensel.) 


FE, 
48 sei: 
fa) = "+fha "tet, 
eine beliebige ganze Function des nten Grades von x mit realen Coefficien- 
ten, so kann man jede ganze Function w(x) von z, modulo f(x) betrachtet, 


auf eine und nur auf eine Weise in der Form 


ve = wa tnac”++u, (mod.f(x)) 


darstellen, indem man den kleinsten Rest aufsucht, welchen w(z), durch 
f(x) getheilt, lässt. Jede ganze Funetion von x lässt sich also modulo f(z) 
betrachtet durch die » linear unabhängigen ganzen Functionen 

(1.) Be en ar 


homogen und linear darstellen. Sind ferner 
t% . 


\ n 


» ganze Funetionen von x, welche ebenfalls für den Modul f(x) linear un- 


abhängig sind, so kann jede ganze Function w auch durch das System (1'.) 


homogen und linear dargestellt werden. 
Es sei nun wie oben w = w,2"""+:.--+u, eine ganze Function von z 
mit unbestimmten Üoefficienten. Stellt man dann die » Producte 
x; (1,2, ..,%) 
für den Modul f(x) als homogene lineare Functionen von &,, &, ..., x, dar, 
so erhält man offenbar » Congruenzen von der folgenden Form: 


n 
(3.) wc, = EU’z, (mod.f(x)), 


k==1 
wo die n’ Coeffieienten 
DAN (1 
er (Uß 


homogene lineare Funetionen von %, ..., a, Sind. 





Hensel, über die Säcularstörungsgleichungen. 181 


Multiplieirt man nun die Congruenzen (3.) mit w und wendet als- 
dann auf der rechten Seite die Relationen (3.) nochmals an, so ergiebt sich: 


vos = ZU (we)= 3 U’Uf’z, (mod.f(z)) 


k=i ki=1 


oder einfacher: 
(4.) w x, =— B5 UP x, (mod.f(&)) 
Pe} 


wenn die »’ Coefficienten U” durch die Gleichungen 

(4*,) u = ZU2’W 
bestimmt sind. Das Üvefficientensystem (U) entsteht also aus der Uom- 
position des Systems (3°) mit sich selbst, d. h. es besteht die symbolische 
Compositionsgleichung: 

(4°) (U) = (U). 

Bezeichnet man nun durch: 
U "U © 

die » conjugirten Formen, welche man erhält, wenn man in w für x die 
» conjugirten Wurzeln der Gleichung f(x) = 0 substituirt, und bildet dann 
die Summe: 


fr N f 7 \ IR „3 „a - 
(9.) S(w) = Zw, == ZUM Sr, 
so erhält man eine quadratische Form der » Unbestimmten ,, ..., %,, 


deren Üoefficienten s;,, die Newtonschen Potenzsummen der Wurzeln jener 
Gleichung sind. Transformirt man diese Form in eine Summe von » Qua- 
draten, so stimmt die Anzahl ihrer negativen Quadrate nach einer bekannten 
einfachen Bemerkung von Jacobi mit der Anzahl der Paare complexer 
Wurzeln von f(x) =0 überein. Diese Gleichung besitzt demnach dann und 
nur dann lauter reale Wurzeln, wenn jene Form eine definite ist. 

Die Form S(w‘) ist nun offenbar der Coefficient der zweithöchsten 
Potenz derjenigen Gleichung »ten Grades, welcher die Form ww für un- 
bestimmte #,, ..., a, genügt; und aus (4.) folgt, dass jene Gleichung sich 
folgendermassen in Determinantenform schreiben lässt: 


IUN-0,; (w)| =. TEE 


(,;=1 


Hieraus und mit Benutzung der Gleichungen (4'.) ergiebt sich demnach die 
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folgende Darstellung jener quadratischen Form S(w?): 
S(w # = = U=2> = Ur U. 
i= (1 Kl 


Ist nun das System (U) ein symmetrisches, also 
(6.) U; ’ ea UL, 


\ 
so ergiebt sich unmittelbar für die Form S(w’) eine Darstellung als Summe 
von n’ (Juadraten: 
(6°) SW) = Zum = > (UP); 

die Gleichung f(z) = 0 besitzt also unter dieser Voraussetzung lauter reale 
Wurzeln. 

Die Bedingung, dass für unbestimmte .«,, ..., a, die »’ Gleichungen 
(6.) erfüllt sind, lässt sich aber auf eine viel einfachere reduciren. Ist das 
System (U) nämlich für unbestimmte «,, ..., a, symmetrisch, so behält 
es offenbar diese Eigenschaft, wenn man oe = x annimmt, da sich ja dieser 
Werth aus © durch eine geeignete Speeialisirung der Unbestimmten ergiebt. 
Ist aber das System (Uj’) nur für @e=x symmetrisch, so folgt dasselbe 
auch für e= x’, da ja nach (4°) oder (4°.) das zu x’ gehörige System 
aus demjenigen für @o= x durch Composition mit sich selbst hervorgeht. 
Durch analoges Weiterschliessen findet man, dass alsdann auch die zu 
v=%, ..., 2" gehörigen Systeme symmetrisch sind, und da fürn=]1 
offenbar ein Gleiches gilt, so folgt aus dieser einfacheren Voraussetzung 
sofort, dass das zu 


n— 


vw = wat. +, 


gehörige System (U) für unbestimmte «,, ..., «, ebenfalls symmetrisch 
ist, weil sich ja » aus 1, x, ..., x©””' homogen und linear zusammensetzt. 
Man erhält also den wichtigen Satz: 

Ist f(x) eine Function nten Grades und 


(7. 


“ o Ts 7), . u .. I 


N 


ein System von n ganzen Functionen von x, welche modulo f(x) betrachtet 
linear unabhängig sind; bildet man dann die n Congruenzen 


a = F a,z,. (mod.f(z)), (=...) 
et 


so besitzt die Gleichung 


fa) = 0 
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lauter reale Wurzeln, wenn das Coefficientensystem 


ein symmetrisches ist. 


(a) 


Hat man für das System (7.) speciell die a Funetionen 


7) 


T 


n—1 


9 


T 


Nn—x 


wi 


2 


.. 


T, 


1 


der Untersuchung zu Grunde gelegt, so erhält man einen sehr einfachen 


Beweis des bekannten von Borchardt betrachteten Satzes. 
An den hier gegebenen Beweis mag 


kung geknüpft werden. 


Hat man, 
>s,,,u;u, als die Summe der Quadrate einer 


wie 


in 


noeh die 


folgende 


Bemer- 


(6*,), die quadratische Form 


Anzahl linearer 


US dargestellt, so verschwindet sie dann und nur dann, wenn «,. 
bestimmt werden, dass die Gleichungen 


(8.) 


erfüllt sind. 


schwinden, wenn die » Grössen 


(8°) 


sind. 


UV = 0 


= U 


N; 


q 


( 


Funetionen 


a 


Soll jene Form aber definit sein, so darf sie nur dann ver- 


Herr Hettner hat nun bei Gelegenheit der Herausgabe der oben er- 


wähnten Abhandlung Borchardts darauf hingewiesen, dass die Gleichungen 


’Qa\ 


vr .) 


nicht eine nothwendige Folge von 


ON 
S, 


zu sein 


brauchen. 


Bei dem 


hier gegebenen Beweise erledigt sich dieser Einwand in sehr einfacher 


Weise: Ist nämlich S(e) = 0, sind also die » Gleichungen 


ergiebt sich aus den Congruenzen (3.): 


(8°.) 


mx, 


und hieraus folgt unmittelbar: 


(8°) 


da ja durch das System «,, 


(ZB 


u, T 


n—1 


. 
’ 


o— 


TI 


Ü 


nn 


) 


(mod. f(z)). 


(mod.f()), 


S 
\ . r 


erfüllt, so 


auch die Zahl Eins homogen und linear 


dargestellt werden kann. Die Function des (»—1)-ten Grades w ist aber 
dann und nur dann durch f(x) theilbar, wenn alle ihre Coeffieienten Null 


sind, und damit ist die Aequivalenz der Bedingungen (8 


gewiesen. 








\ 


„ 


und (8°. 


) nach- 
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Anwendung der Modul-Systeme auf einen 
geometrischen Satz und auf das Trägheitsgesetz der 
quadratischen Formen. 


(Von Herrn Eugen Netto in Giessen.) 


\ enn im Raume von » Dimensionen ein Kegel zweiter Ordnung 


> > 7 


(1.) tn t+ + nn, = (0 
gegeben ist, dann kann man bei ihm ohne Weiteres den Begriff von » con- 
jugirten Richtungen einführen; dabei tritt die Frage auf: wieviele dieser 
Richtungen verstreichen auf der einen Seite der Kegelfläche, wie viele auf 
der anderen? Die Analogie leitet darauf, dass « auf der einen, n—o auf 
der anderen Seite sich befinden. In der That lässt sich dies mit Hülfe 
einer Betrachtungsweise, auf welche mich Herr Pasch aufmerksam machte, 
sofort einsehen. 
Wandeln wir das Aggregat 


' > ) 


ON 7 2? 2 ) 2 Br 2 
3.) U = wat +, U U, —"—Uu, 


durch die Substitutionen 


u = Lıdı Int +7,0, G=1,2%,..,n) 
um, so entsteht 
V= (au trat ta Bar an); 
(9) +22 (CE + Lt lan Far Barıa ""—E Un) ddr» 
ia. sieh 





Das Gleichungensystem 


fd \ u ie 1 f P a n EN PER . EDER R 
\ 4.) A NER „rt TI u Kak L,11:Var+ık 00. — 0 (, k=1,2,...,n) 


charakterisirt die Richtungen z,, &2, -.., 2, @=1,2,...,n) als eonjugirt 
hinsichtlich des Kegels (1.). Gilt (4), dann geht V in eine Summe von 
Quadraten über. Nach dem Trägheitsgesetze der quadratischen Formen be- 





en 
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sitzen U und V gleich viel positive und gleich viel negative Glieder. 


Es sind folglich unter den Aggregaten 


zu tt +2. —a 


genau & positiv und die übrigen negativ, 
(Grössen x,, die Beziehungen (4.) gelten. 
So einfach dieser Beweis auch i 


> 


Fit | 


sobald für die sonst willkürlichen 


st. den arithmetischen Grund der 


bewiesenen T'hhatsache deekt er nieht auf. Das lässt sich aber leieht dureh 


die Behandlung der Frage mit Hülfe 
erreiehen. 
Wir nehmen die Grössen 





der Kroneckerschen Modulsysteme 


(d;;, ÖÜ.x (i 0,1 m: 4 1 # 1 
willkürlieh an. setzen 

24,4; nn S, 2) ( me ER 
= k 
(5.) 

20,0, = 0,, Gel l..,m; 

. ur 

(6.) 8,0; zu — 6, ( 0.1 ' 


Dann können wir den oben bewiesenen 


in be.» 


Satz so aussprechen: Sind 


ce 


mmi 


positiv, während alle t, (i#+j) verschwinden, dann ist t,, negativ. 


Eine Darstellung von 4, durch #,, 
T, welches aus den #,@#+j) gebildet is 
Thatsache erkennen lassen. 


Es ist 


und 
t. muss den inneren Grund dieser 


nach dem Modulsysteme 


mm 


0, == 0: BEL I WETTER ) 


denn diese Determinante ist aus den defectiven Systemen 


Oı On un Eu 0 


“m » 


ml m2 de mm b) 


zusammengesetzt. Nach (6.) können wir 





+4] = 


7 


oder, wenn &, die bekannte Bedeutung h 


Is,+t8;t,| = 0. 
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die Determinante schreiben 

), 

at, wegen der Elemente von T 
(mod. T' 
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Hierin ist der Coeffieient von 4, gleich 
'o,| — le,” Gjel2..,m 


so dass die letzte Congruenz sich demnach umwandelt in 











Sıtkı, 82 en Sms Su 
| 
S; Sothn - + Sams Sy) 
u. i | 
I, En ” ’ : 
$ 1 j) $ 23 Re Gm . Inm $ 0 
(T.) $)1 5) $2, Pe 9, Sum» sw | 
So Su 8| 
; 1 Sw Su 1 | 
se tb, ° t,, . E Swt z —- e Su $; S;j | n— ... 
ig, 8, u | 
Su $;i Si } 
(mod. T); je, 2, ...,m). 


Hier ist nun s,„ direet eine Summe von (Juadraten. Die Determinanten 
So 8; —S; Sind aus den beiden excessiven Systemen 


7 


Au, d,,; . . . Uns Ay, . . ‘ d,, 


Gy: Ma: a0 Me ER ° 
ee 
zusammengesetzt und daher gleich der Summe aus allen (a,a,—a,q,,)'; 
Aehnliches gilt für die weiteren Determinanten, bis man zu Determinanten 
kommt, deren Ordnung grösser als » wird; diese haben dann, weil sie aus 
defeetiven Systemen zusammengesetzt sind, den Werth Null. Der letzte 
Fall kann nur eintreten, wenn m >n Ist. 
Die Formel (7.) giebt somit die gewünschte Aufklärung: Es ist 
— 4, t, mod.T als ganze Function von t,, ba, ».., £, darstellbar, deren 
Coefficienten die Summen von Quadraten sind. Verschwinden die einzelnen Ele- 
mente von T, während alle t,,, ba. ..., f„„ positiv sind, dann ist t,, negativ. 
Vertauscht man m mit »z, die a mit den « und umgekehrt, dann 
folgt, dass in einem Systeme von m-+n Grössen Z,,, welche durch die 
Beziehungen f,,=0 (u+rv) mit einander verbunden sind, stets m (Grössen 
f,. positiv und die übrigen » Grössen negativ sind. 
Der vorgetragene Beweis unseres Satzes führt weiter zu der Ueber- 
zeugung, dass auch die arithmetische Begründung des Trägheitsgesetzes der 
quadratischen Formen in ähnlicher Weise mit Hülfe eines Modulsystems T 
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dargelegt werden könne und müsse. In der That ist sie schon in deı 
Formel (7.) oder in unserem letzten daraus gezogenen Schlusse enthalten. 
Um dies zu zeigen, führen wir in 


U= utR+ +, U U. 


an Stelle der # mittels der Substitution 


uU, Zn d,,d, +4,, Ü, + a 1 Burma Qu 4 ° Lr 


14 


= y) | “ | I =. 
= 9 Tr TU N 


nr mM.A nm 9 


die Grössen ®» ein. Dadureh erhalten wir 


FR y' 2 2 ! u a 
} Ei (a, + +a,,—e;- RE m)®, 
ı 
—- 23 (a4, “ +-70,0, 0,0, — — 0; Ojm) v.%. 
ij 
el 2.55 end e ). 


Die einzelnen 4(»-+m)(n+m-—1) Klammern der zweiten Summe machen 
wir nun zu den Elementen eines Modulsystems T’; dann stehen wir aut 
dem Boden unserer obigen Schlüsse, und wir können die Folgerung ziehen, 
dass beim Verschwinden aller Elemente von T’ genau » von den Klammern 
der ersten Summe positiv, m negativ sind. Denn die Maximalzahl der 
positiven kann nicht grösser sein als », die der negativen nicht grösser als 
m, weil dies unserer letzten obigen Folgerung widersprechen würde. Natür- 
lich sind die Substitutionen so zu wählen, dass keiner der Coeffiecienten der 
v; verschwindet. 

Auch diese Betrachtungen bestätigen es wieder, dass erst die Ein- 
führung der Modulsysteme geeignet ist, die arithmetische Einsicht in die 
Natur der verschiedenartigsten Theoreme vollkommen durchsichtig zu 
gestalten. 


Di 
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Ueber die Reduction der Differentialgleichung 
der Reihe (81, O2, ++, Qu-15 zT). 


(Von Herrn L. Pochhammer in Kiel.) 








$s 1. 
Die Differentialgleichung 
z d”y zZ d"—1y de d"?y ) 
1 "9 n—? . 3 s 
' x dx" +L,® da"! +12 de"? 0 
( .) L d’y A dy gv. }) 
++ n— 27 dx? I I4in—1 de um 


in der L, 2, ..., Z,_ı Constante bedeuten, lässt sich, wie ich in einer 
früheren Arbeit*) gezeigt habe, mit Hülfe der unendlichen Reihen von 
der Form 


uf. . ir 
(Cr, r,, ...;. 1-13 €) Ki 


(2.) 0% x”? 
1+ lırr.ma 127,6 +Vr,(@,+D...rlrn tl) u 





vollständig lösen. Man verbindet, indem man durch [z], das Product 

(3.) [2], = 3@-1N)(@—2)...(3-r+1), [2 =1, 
bezeichnet, die Constanten L,, ..., L,_, mit »—1 anderen Constanten 
R,, ..., R,_, durch die (für jeden Werth von z geltende) Identität 


(4 ) | [2].-ı k HL, [2]._2+ 1; [2_3>+"+L, „lz|+L,-ı 
. | u z"1ıLR 2""+R,2”" "+ +R, .3+R,_. 


Die Grössen R,, ..., R,_, mögen ihrerseits zu a—1 Constanten 0, -., ©,_ı 
in der Beziehung stehen, dass sie die elementaren symmetrischen Funetionen 
der Argumente @,, ..., @,_, darstellen, so dass man für ein beliebiges z 


*) (ir. $ 5 der Abhandlung „Ueber die Differentialgleichung der ailgemeineren 


F-Reihe“ im 38. Bande der Math. Annalen, pag. 586. 
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die Gleichung 

„_ JE" +Rı28"®+R,3" "+ +R, 22+R 
N = (4) +@)+@)..- (+0, 

hat. Dann befriedigen die » Reihen 


n—1 


\ 


(0, 923 P3r ++ Pn-13 7); 
252-9, B-9+1l, 8 -eı+1, ..., G-ı-0+1; z), 
(6.) el, 1-9+1, B-0+1, ..., ae +1; =) 


1 


On—1Cy/: N 
T ? 52—0,_1, 0, —0,.—ı I 1, 0,0, ‚+1, “"-.. 0 — Boni N 1; T) 





Vn—: i 

die Differentialgleichung (1.), und zwar sind sie die » Hauptintegrale der- 
selben. Die Constanten oe, und g,—e, werden hier als nicht ganzzahlig 
vorausgesetzt. 

In den Ausdrücken, die man für die Grössen L, .... L,_, als 
Funetionen von R,, ..., R,_, erhält, kommen die positiven ganzzahligen 
Üoeffieienten dY’ vor, welche (bei Anwendung der abgekürzten Bezeichnung 
(3.)) durch die Identität 

55 z (+ —1,+Plz—1],+-- 

Z +dP[2—1], + +d®, [2—1],_,+d[2—1], 
definirt werden*). In (7.) bedeutet z eine beliebige Grösse und p irgend 
eine positive ganze Zahl. Zwischen ZL,, ..., Z,_, einerseits und R,, ..., R 
andererseits bestehen, wie aus (4.) folgt, die Gleichungen 


n—| 


ı—n 
u | u -— Ze dPR, } (u U 
(8.) | iu 
| L, 1 u FM. 


Setzt man ferner 


(9.) -—.-, sa—, ...% 


u 0„—-ı —] 


und (für ein beliebiges z) 


((.+s:)(#+8)... (#+8,-,) 


(10.) En 2 
l= 2748,20"? 4 8,84... 48,,5+8,_,, 


*) Auf gewisse Sätze, die sich auf diese Coefficienten d|” beziehen, und die auch 
im Folgenden Anwendung finden, bin ich in $ 8 der Abh. „Ueber die Differential- 
gleichung der allgemeineren hypergeometrischen Reihe mit zwei endlichen singulären 
Punkten“, dieses Journal, Bd. 102, pag. 114, näher eingegangen. 
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so dass S,, ..., S,_, die elementaren symmetrischen Functionen von s,. 
s, , Sind, so kann man statt der Bestimmungen (8.) die mit ihnen gleich- 
bedeutenden 


1ıR 
(11.) L,_.= ZdiDs ei 


n JA n—ı 
ı u 


anwenden*). Unter AR, und S, wird der Werth 1 verstanden. 

Im Folgenden soll nun nachgewiesen werden, dass durch Einführung 
eines bestimmten Integrals an Stelle von y die Differentialgleichung (1.) 
sich auf eine Differentialgleichung (»—1)ter Ordnung von genau derselben 
(Gestalt redueiren lässt. Die Wiederholung dieses Verfahrens liefert (n—1)- 
fache bestimmte Integrale für y. Denn man gelangt schliesslich zu der 
analog gebildeten Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche durch ein- 
fache bestimmte Integrale lösbar ist. 


$ 2. 
In die Differentialgleichung (1.) werde für y das bestimmte Integral 


277 ni 
(12.) y- / e' Tat 
7 


substituirt, in welchem die Grenzen g, h constant sind, und T von # allein 
abhängt. Man erhält dann aus (1.) die Gleichung 


a Le | Si ZN. 
}: r fr I pi 1 N . p+i e ... n j 
e - = 
EM L„.-2X E% L, 1 RR 
i f? N f 








Dieselbe nimmt. wenn die Grössen 


P | Ay | | 
( 3. , — = = :$ = ek: == pP = 
(13.) { m Er ME Sal. h n 
eingeführt werden, die Gestalt 
n—1lg'n ı IT —24'n—1 ı ‚ey ı 
2" + Lt. +L_., orte 
/ gar ) 1 e | lgur 2. 0 
ge | +L, „ct +L, lt —1J) 


J 


an. Nun folgt aus der Formel der theilweisen Integration 


u/E h at 
/ ei"? T di e [TE / et no di, 


« 
q’ q’ 


*) Math. Annalen, Bd. 38, pag. 595 und 59. 
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ferner, wenn die genannte Formel auf das mit Z,_,_, multiplieirte Integral 
v Mal angewendet wird, in der Art, dass die partielle Integration nach 
sich stets auf das Product e” x bezieht, 

(er tr) 


.’ a a N Pr r 
et = [HD en 
g’ 


wo Q, die Summe 


er _p d(t' HT) R d’ıtr>+'TJ) 
(14.) Q .) ; di a di 
i ne e' 
| — , PZ@HT) | HT) 
TC A | 
r di’: dtv 








bedeutet. Nennt man also M den Ausdruck 
(15.) M= Q0,.+10.:.+10,,+- +1,20, 


so ergiebt sich 


ya IT) | ya, ZT) 

BE 0 dir: ET I 
[Mi=#+ / e’ | dd =. 
| ns „RD. L F_Dg 

7) N -1)3 
“n—2 dt’ I \-n—1 ! 1) m 








Man bringt das in letzterer Gleichung vorkommende Integral zum Ver- 
schwinden, indem man den Factor von e“ gleich Null setzt; d. h. man 
bestimmt T als Funetion von € durch die Differentialgleichung (»—1)ter 
Ordnung 


v—n—] 
{ ‘ \ . f \ s 
(16.) = (—1)’ L, v—1 
ya 


d(rHıY) 


BR; DE 
di'’ (L, ‚8 1) 2 = V, 


woselbst Z,= 1 zu nehmen ist. Werden ausserdem die Constanten g und A 
so gewählt, dass die Bedingung 

Mi ML. = 0 
oder, was dasselbe sagt, 


(17.) [M),_.-[M)-, = 0 


erfüllt wird, so ist das bestimmte Integral (12.) eine partieuläre Lösung deı 
1 7 ’n 1% p 11 * f \ 
Ditferentialgleichung (1.). 
Die Differentialgleichung (16.) soll zunächst in der Art umgestaltet 


Ä ai” ii | . 
werden, dass für F wieder ; gesetzt wird. Nach der Lehre von den 


höheren Differentialquotienten besteht, wenn die Variabeln £ und £ durch 
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Pr . | u . . R} 
die Relation £= ,- verbunden sind, die Gleichung *) 
; dp d>’ (PD) 
f h oiee v4v-l 
(18.) u - (1) F m 


in welcher ? eine beliebige Function bezeichnet. Durch diese Formel 

wird aus (16.), wenn man, unter Berücksichtigung von (13.), 
$=t"!!T=-—IT PITd=—T 

substituirt und durch —# dividirt, die Differentialgleichung 


vi R dZ 
(19.) = L,.; 
vl 


+(L,n-DT = 0 
erhalten. 

Die Gleichung (18.) dient auch zur Umformung der in (14.) be- 
zeichneten Funetion Q,. Wird in (18.) statt » der Buchstabe ö benutzt, und 
für 2 das Produet 

P=t!T=—-t’T 


genommen, so hat man 


rn) _ ig PAETR) 
a ee Ti di 
Hierdurch geht die Summe (14.) 
ui ze ) v—1 Hl. ; Be TREE Ar) 
in den Ausdruck 
| a Tee, 1 Se 
() a . aaad | v—i—l ygi+l 
(20.) 2 em - ” de 
über. 
Man führt nun an Stelle von T eine neue Variable 7 mittelst der 
Gleichung 
(21.) T = FT 


ein, wodurch das Integral (12.) die Form 


(22.) y=/ e rTat 


4 


*) Cir. R. Hoppe, „Theorie der independenten Darstellung der höheren Differential- 
Coefficienten“, Leipzig, 1545, und ©. Schlömilch, „Zur Theorie der höheren Differential- 
(Juotienten“, Zeitschrift für Math. und Physik, Bd. 3 (reprodueirt in Schlömilchs Com- 
pendium der höheren Analysis, Bd. II, Abschnitt 1). 
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> 


annimmt. Wird ausser der Bezeichnung (3.) auch die bekannte Abkürzung 


(23,) see 2)...a-9r (u 


De 


angewendet (z beliebig, » eine positive ganze Zahl), so ist 


Be Ha r 
di(PT) Fa 11 tr ee 
dt Pg f f | j4T 
Hr tt OBLETT. 





Daher hat in der Gleichung, die aus (19.) durch die Substitution (21.) ent- 


s i PT ‚m \ a 
steht, die Ableitung ga Mür e=n—1, n—2, ..., 1) den Üoefficienten 


ken—1 l 


a) k EN e Ak+u __ +1 : > /L\ | 2 | 
= Lt Ch), u [Al,_.d = 1 - (k): ui h Ik—u L, 
während 7T mit dem Ausdruck 
k=n—1 
EZ BLZ... 


multiplieirt it. Man nemnt ZL_,-.. für u=n-2, n-3. .... 1. 0 
Uonstante 
(24.) RE WE RR?) ER SEOBER 
so dass 
L = L+@a-Nılal. 
L,+(n—2), [4], L,+(n—1):[2),. 
L, = L+(n-3)[2,%.+(R—2)[7, 6, +(R—1);[2] 


N 
| 


L, = L,2+Q@2), [21 4.34 8): [2], Z,+ +@-1),[2]._, 
u; m! L. ‚+[2]Z,.+[2LZ, 3t'+-+ [A], > u+t[2]l.-ı 
ist. Dann lautet die (dureh # dividirte) Differentialgleichung für 7 
a TEE ae BEP une 
fl 1 +1, —-+ Lt 3 a u 
de—i . dr dr—: | 
— N, 
wo; dT ni 
«tL af" m +L wi = #: —f T 
ee na Zr 





Der Umstand, dass man über die Constante A verfügen kann, gestattet es 
nun, die Grösse L,_, gleich Null zu machen. Man stellt für 2 die Gleichun 
25.) L, uni [4 +L[2], + »|% |, 3r"+ „all 1 L. =V) 


auf. Hierdurch nimmt die letztgenannte Difterentialgleichung, nachdem sie 
Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 3. 2 


or 
ben) 
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durch t dividirt worden ist, dieselbe Gestalt wie die Gleichung (1.) an. 
Denn man erhält für T die Gleichung 


ERRE a u 
(26) TO +1” F 


und diese entsteht aus (1.), wenn z, z, y, L,, L, ... respective durch »—1, 
t, T, L,, L,, ... ersetzt werden. 

Die Gleichung (25.), welche zur Bestimmung der Constanten A dient, 
kann mit Hülfe der Relationen (4.) und (5.) umgeformt werden. Es ergiebt 
sich die Gleichung 

(27.) (4+0,)(A+0)...(4+0,_) = 0, 
welche zeigt, dass 4 mit einem der Werthe —o,, —@:, -.., —_,_, identisch 


dT 


T ch d’T 
2 + ++L,_3t +L,_ dt —T — 0, 


oe, di? 


ist. Man wähle 
/IRN = 
(2O.) = 0,1. 


Dann wird aus (22.) die Gleichung 


uf 
(29.) y=-/ e re Tat 
erhalten. 

Integrirt man die Differentialgleichung (26.) durch Reihen, die nach 
Potenzen von £ aufsteigen, so gewinnt man »—1 partieuläre Integrale, die 
analog zu (6.) gebildet sind. Die Constanten, welche in diesen Reihen 
vorkommen, stehen zu den Constanten @,, ..., @,_, in einer einfachen Be- 
Bezeichnet man nämlich durch @,, @, ..., @,_, die Werthe 


ziehung. 


' 


(30.) 0, Bun 9, —0,MVH+tl1, 05 _— 9—0,_\+1, “a 0, Rs O„-2 0, ı+1, 


so sind 
! \ 


5(01, 0 O3 ++. On BD 

1—o! f ' ' ’ ' ’ ! ' . 

t '35(2—0,, @—-0,+1, 8-0 +1, .:, 9&2—-01+1; N), 

10,2 < r ' ' ' ' ' ' , 

t 52 —0,_:, 9—0,.+1, %—0,_.+1, ...,; On-3 0, »+1; ) 
die »„—1 Hauptintegrale der Differentialgleichung (26.).. Um dieses Resultat 
abzuleiten, beweist man, dass die Gleichungen, welche die Constanten Z,, 
L,, ... mit 01, 0, ... verbinden, gleichlautend mit den zwischen Z,, 2, ... 
und o,, ©, ... bestehenden Gleichungen werden, wenn nur n—1 an die 
Stelle von » tritt. Hierauf soll im folgenden Paragraphen näher ein- 





gegangen werden. 
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Man nenne t,, %;, ..., t,_, die Uonstanten 
(32.) = 909, = 09-1 :- +4 I = nn 
und setze (für ein beliebiges z) 
33.) @+H)@-+%)... +0.) = ZT HR REIHE HN SS HN, 
N, bedeute die Zahl 1. Da nach (30.) die Differenzen 0,—1 gleich r, sind, 
so stellt die Summe 


(34.) AD, 

denjenigen Ausdruck dar, der aus der rechten Seite von (11.) entsteht. 
wenn man » durch »—1 und zugleich o,, @, ... durch o;, 0), ... ersetzt. 
Denn die Werthe Rt, entsprechen, als die elementaren symmetrischen Fune- 
tionen von tı, ..., L,_,, bei der genannten Aenderung den Constanten $,. 
Kann man also zeigen, dass für u=1, 2, ..., »—2 die in (24.) bezeichnete 
Grösse L,_„_, Sich in die Summe (34.) umformen lässt, so ist der am 
Schluss von $ 2 ausgesprochene Satz bewiesen. 

Dieser auf die Coeffieienten Z,, ..., Z,_, bezüglichen Rechnung 
sollen einige Bemerkungen vorausgeschickt werden. Die Gleichung (5.) 
nimmt, wenn 


y 


3 =609,-1, ZT0 =L 


substituirt wird, die Gestalt 
Ge)" +RC—-E.-) "++ Rn )+R, 
an, woraus, wegen (33.), die Identität 
6-9)" +R&-0,.)" "+ +R,2(6-0,-)+ R,- 
= TILRETFHRE THAN SÜHN,E 
folgt. Vergleicht man auf der linken und rechten Seite der letzteren Glei- 
chung die Coeffieienten von [*", nachdem man links die Potenzen von 


= 


C—o,_, nach dem binomischen Satze entwickelt hat, so findet man die 
Formel 


(35.) Pe» = 2 CHE -D,oÄR,- 


Vn-—l 


un R,_,—- (2):0,-ı R,_, —1 +(z-+1),0, R,_,.- "tn —]) 


. - m 
«In AR 


‚n- 
nn 


In % 
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für z=2, 3, ..., a—1l. Dieselbe gilt auch im Fall z=n, da dann beide 
Seiten sich auf den Werth Eins redueiren. 

Wird ferner durch f(@, k) irgend eine von den ganzen Zahlen i und 
k abhängige Grüsse UUEFNEEN so ist 


36.) = fi, h = > x x fG; k). 


=y 


Denn statt jede Zahl # mit den Werthen von i, welche grösser als dieselbe 
oder ihr gleich sind, zu combiniren, kann man jeder Zahl © die Werthe 
k <-.i zuordnen. Sowohl i als k durchlaufen die Werthe von v bis n. 

Endlich sei erwähnt, dass, wenn z einen beliebigen Werth und m, 
‚„ r—m positive ganze Zahlen bedeuten, zwischen den Factoriellen [z|,, 
2), ..., [2], und den r—m ersten Potenzen von z die Gleichung 


(+ m +2) dla) + mt Bet tr t+D,nd [2], 
| = O4 Hd Pater +1), 34. Hr +1), dar" 


(37.) 
besteht, die ich in einer bereits genannten Arbeit abgeleitet habe*) 

In die Gleichung (24.), durch welche die Grössen L, ..., L_: 
definirt werden, führe man statt « und k die Indices v und z ein, indem man 
v=u+l, z=k+l 

setzt. Dann ergiebt sich 


an 


(38.) L! u Ss (#- a... XL ww En 


n—V 


Die Zahl » nimmt hierin, da L\ nach (25.) gleich Null ist, die Werthe 
2,3, ..., a—1l an. Demzufolge kommt der Werth z=1 in (38.) nicht 
vor. Setzt man für Z,_, den in der ersten Gleichung (8.) bezeichneten 
Ausdruck ein, so entsteht aus (38.) die pe 


E- z («- E; BR > 5 di DR, 


n 


oder, wenn die Formel 36) FREE wird, 


L_, = ZR, 3 (@-1), ,[B].d? 


ED +) [ade + Fr +1), [ai | 
+#+2)% [Ad + +G@-Y,,R]-, u] 





1—=y 


IN 
= ER 
En n—i | 


) Dieses Journal, Bd. 102, pag. 123, Gleichung (77.). 
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Die Grösse, mit welcher AR,_;, in der letzteren Summe multiplieirt ist, wird 
aus der linken Seite der Formel (37.) erhalten, wenn daselbst 
m=v—2 r=i-2, z=ÄÜ 


genommen wird. Also ist Z,_, gleich dem Ausdruck 


GI Lk; (3) 5 _ 1), 46-9 2? 
in | d, +1), dr +1), | 
EL, = ER, 
n—v . Nn—t | ’ 1\ j@ 5)43 ı . fi | /? ) 310 | 
Er (i -1)0,. % 7° TI -1),0,_2 4 


Für 4 hat man nach (28.) den Werth —o,_, zu substituiren, was zu der 
Gleichung 
un zum 


L, = ZRu 2 (VG, 


n—i u \ 
ı—yV Z v 


führt. Indem man die Formel (36.) noch einmal anwendet, findet man 


AN i N 
L,, = 3 7° 3 (-NY"G—V),..oZiR, 
2—=y 1 ” 
oder, wegen (35.), 
L' V ne e3 ne 


Es werde schliesslich wieder 
v=u+l, #=k+l 


gesetz. Dann gelangt man, für «=1, 2, ..., 2—2, zu der Gleichung 


kA—=n—]1 


(39.) Lu = 2 Rn, 
— 7 
die zu beweisen war *). 
*) Eine ausführlichere Behandlung der Fälle a=5 und » = 4 der obigen Gleichung 


(1.) findet sich in der Abhandlung des Verfassers „Ueber die Differentialeleichungen der 
Reihen %(0,0; x) und %(e, 0,7; x)“, Math. Annalen, Band 41. 
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Ueber diejenigen Polyeder, die bei gegebener 
Gattung und gegebenem Volumen die kleinste 
Oberfläche besitzen. 


Erste Abhandlung. 
(Von Herrn Ernst Köftter.) 


I: zwei grossen Abhandlungen*) beschäftigt sich Steiner mit der 
Frage, unter welehen Umständen ein Polyeder einer vorliegenden Gattung 
ein vorgeschriebenes Volumen mit dem kleinsten Aufwand an Oberfläche 
einschliesst. Zu einer Gattung rechnet er hierbei alle diejenigen allseitig 
convexen Polyeder, bei denen zwischen Ecken, Kanten und Flächen der- 
selbe topologische Zusammenhang besteht. Bei zwei Klassen von Gattungen 
ist es ihm gelungen, das „isoperimetrische Ideal“, so wollen wir uns der 
Kürze halber ausdrücken, wirklich aufzufinden. Es sind die Klasse der 
Pyramiden und diejenige der Doppelpyramiden. In beiden Fällen berührt 
eine Kugel sämmtliche Flächen einer Idealform in ihren Schwerpunkten. 
Dasselbe Gesetz findet sich bei einigen Gattungen erfüllt, wo die Idealform 
aus Symmetriegründen unmittelbar ersichtlich, als solche aber mathematisch 
schwer nachzuweisen ist. Solche Gattungen bestimmen u. A. das n-seitige 
Prisma und die regelmässigen Polyeder. Steiners Vermuthung, dass hier ein 
alleemeines Gesetz vorliege, wird in ausgedehntem Masse durch folgenden 
schönen von Herrn Lindelöf aufgestellten Satz bestätigt: Man betrachte 
die Gesammtheit derjenigen allseitig convexen Polyeder, welche dieselbe Anzahl 
von Seitenflächen und dasselbe Volumen besitzen. Die nothwendigen Bedin- 
gungen für das Eintreten eines Minimums der Oberfläche sind bei allen den 


*) Ueber Maximum und Minimum bei den Figuren in der Ebene, auf der Kugel- 
fläche und im Raume überhaupt. Zwei Abhandlungen. Gesammelte Werke, heraus- 
vegeben auf Veranlassung der Kgl. Preussischen Akademie der Wissenschaften, Bd. II, 
Berlin 1882, S. 177 — 508. 
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und nur bei den Polyedern erfüllt, deren Seitenflächen in ihren Schwerpunkten 
dieselbe Kugel berühren.*) 

Dieses Gesetz ist von der einschneidendsten Bedeutung für diejenigen 
Gattungen, bei denen die Topologie des Netzes nur dreikantige Ecken 
vorschreibt. Aus einem eigentlichen Polyeder der Gattung erhält man 
nämlich durch beliebige unendlich kleine Verschiebungen seiner Ebenen 
ein Polyeder derselben Gattung. Das Ideal der Gattung wird daher ein 
„Lindelöfsches Polyeder“ (mit den oben erwähnten Eigenschaften) sein, 
wenn es nicht etwa als ein entartetes Polyeder der vorgelegten Gattung 
zu betrachten ist, durch Einschrumpfung einzelner Kanten, welche die 
Topologie des Gattungs-Netzes vorschreibt, mehrkantige Ecken erhalten 
hat. Bei einem solchen Grenz-Polyeder der Gattung sind nämlich nur 
diejenigen unendlich kleinen Verschiebungen der Polyederebenen zulässig, 
welche die mehrkantigen Ecken dem Gattungsgesetz gemäss in dreikantige 
auflösen; findet sich das Ideal unter ihnen, so braucht es nieht noth- 
wendig ein Lindelöfsches Polyeder zu sein. 

Zunächst entsteht also die Aufgabe, die einzelnen Polyedergattungen, 
bei denen nur dreikantige Ecken vorgeschrieben sind, daraufhin zu unter- 
suchen, ob ihre Ideale eigentliche Glieder der Gattung sind oder nicht. 
Derselben stellen sich schon in den einfachsten Fällen erhebliche Schwierig- 
keiten entgegen. Immerhin zeigen die Resultate, die der Verfasser hinsicht- 
lich eines sehr speciellen Falles in einer zweiten Abhandlung veröffentlichen 


*) Vergl. die Abhandlung: Proprietes des polyedres qui, sous une etendue super- 
ficielle donnee, renferment le plus grand volume. Bulletin de "Academie Imperiale des 
Sciences de St.-Petersbourg, tome XIV, 1869, und auch Mathematische Annalen, Bd. I. 
Unter allen Polyedern von gleicher Flächenzahl und gleichem Volumen hat eines die 
kleinste Oberfläche und besitzt dann wirklich die erwähnten Eigenschaften, was Herr 
Lindelöf als Schlussresultat seiner Untersuchung anführt. Die Gleichungen, von denen 
Herr Lindelöf bei seinem Beweise ausgeht, haben zunächst folgenden geometrischen 
Inhalt. Man überdecke einmal die ganze Oberfläche eines Polyeders mit Masse von 
gleicher Dichtigkeit, zweitens nur seine Kanten, und zwar die Punkte jeder Kante pro- 
portional zu dem cotangens der Hälfte des ihr anliegenden Kantenwinkels. Alsdann 
ist der Schwerpunkt beliebig vieler Polyederflächen zugleich derjenige der zugehörigen 
Umrandungen, wenn die Oberfläche bei gegebenem Volumen ein Minimum wird. Dieses 
ceometrische Gesetz hatte schon Berner aufgestellt, ohne aus ihm aber weitere Folge- 
rungen zu ziehen. Vergl. über Maxima und Minima geometrischer Figuren ete. Zeitschrift 
für Mathematik und Physik, Bd. 11, S. S1— 93. 
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wird, dass der Geltungsbereich des Lindelöfschen Satzes auf diese Weise 
wirklich eingeschränkt wird. 

Fragt man aber, welche Eigenschaften die Ideale solcher Gattungen 
besitzen, in deren Netz mehrkantige Ecken vorgeschrieben sind, so bieten 
sich zunächst die Polyeder dar, die nur von Dreiecken begrenzt werden, 
als dualistische Bilder derer, die nur dreikantige Ecken besitzen. Wir 
wollen im Folgenden eine specielle Klasse von Gattungen dieser Art ins 
Auge fassen*). Unter ihnen treten zuerst die Teetraeder auf, als Polyeder, 
die nur dreikantige Ecken besitzen. Ihnen schliessen sich die drei- und 
vierseitigen Doppelpyramiden an, bei denen nur drei- und vierkantige Ecken 
auftreten. Am nächsten stehen ihnen aber diejenigen Polyeder, welche mög- 
lichst wenig, d.h. zwei mehr als vierkantige Ecken besitzen. Hier haben 
wir einmal die »-seitigen Doppelpyramiden mit zwei »-kantigen und z vier- 
kantigen Ecken, sodann aber die Polyeder P,, die uns im Folgenden 
beschäftigen sollen, und bei denen »—3 vierkantige, zwei dreikantige und 
zwei n-kantige Ecken auftreten. Ein P, oder |B,, B,; A,, As, ..., A,_,) bringt 
man am leichtesten hervor, indem man die Spitzen B,, B, einer Doppel- 
pyramide mit einer ihrer vierkantigen Ecken A,, A,, As, -.., A,_., etwa 
mit A,, in eine Gerade bringt. Alsdann scheiden die Kanten A,A, und 
A,A,_, aus, A, und A,_, werden dreikantige Ecken, und P, oder |B,, B;: 
A,, As, ..., A,_,) enthält die Kanten B,A, BA, ..., B,A,_., B:Aı, 
B,A;, ..., B,A,_,, BıB,, A,A:, ..., A1A,_.. Die Aufsuchung des Ideals der 
Gattung kann mit der »-T'heilung der elliptischen Functionen auf folgende 
Art in Verbindung gebracht werden: 


*) Auch in einzelnen Gattungen nur von Dreiecken begrenzter Polyeder giebt es 
Lindelöfsche Körper. An einem solchen sind aber sämmtliche Dreiecke zu einander 
congruent, ebenso wie die körperlichen Ecken, welche sie an dem Mittelpunkt der Kugel 
hestimmen. Es giebt deshalb nur drei Arten von Ecken an dem Körper, I-, m-, n- 
kantiee, und es besteht die Relation 


l 1 Be 
l r m * na 77, 9° 


aus der zu schliessen ist, dass ausser den Doppelpyramiden nur noch neun specielle 
Gattungen existiren, in denen Lindelöfsche Polyeder vorkommen. Aus dem Gesagten 
geht jedenfalls hervor, dass unter den Gattungen der P„ nur die beiden ersten, die der 
P, und P,, Lindelöfsche Polyeder enthalten. Ein P, ist nämlich ein Tetraeder, ein P, 
oder |B,.B,; A,.A,. A,} eine dreiseitige Doppelpyramide mit den Spitzen A,,. A, und 
dem Mitteldreieck A, B, B,. 
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Es sei k der kleinste Modul, für den 


.); 
’ Zi) 
.) 3 6. ( IR 
n 1 _ >00 3 ’ 


— .) +) “); 

=0 go 20 REN er „Lt zu n 

> . Ky—htE( m B | FE ' 
23 # 13 \ >03 \ n 


ist; derselbe liegt zwischen den Grenzen \! und V%. sobald n 53 ist. Als- 
dann wird durch die Angaben 
/ 2 | x | 
sl, k)= 608(4,B,A,.,) = c08(A,B, A...) | 
| | 


1, ı 


In 


Te u ai 
ee k) = 08(A,B,B,) = co8(A,B,B, (=1,2%..,n-1) 
az | | 
ein P, unzweideutig festgelegt, das kleinere Oberfläche besitzt, als irgend ein 
anderes P, mit gleichem Volumen, mag letzteres allseitig conver sein oder 
nicht. Das Ideal ist aber nicht immer allseitig convex. Sicher ist dies der 


Fall, sobald n=.8 ist: es ist sicher längs B,B, concav, im übrigen aber con- 


rer, wenn n— 14 ist. Für die Zwischen- Zahlen bleibt der Charakter des 


Ideals unbestimmt. 


Würde man nach dem P, fragen, das unter allen allseitig con- 
vexen P, von gleichem Volumen die kleinste Oberfläche zeigt, so erhielte 


man als Lösung für = 8 sicher das oben charakterisirte P,, für » — 14 


aber ein entartetes P,, bei dem der B,B, anliegende Kantenwinkel sich 
gestreckt hat. 

Aus der Beschreibung kann man rückwärts folgende geometrische 
Eigenschaften des idealen P, erschliessen. Dasselbe besitzt zwei Symmetrie- 
ebenen, von denen eine B,B, enthält, die andere hierzu senkrecht steht. Die 


in B, und B, zusammenstossenden Dreiecke zeigen daselbst denselben Winkel 


.»  2W , 
(cos = )- Aufeinanderfolgende der Ebenen B, A,B! schliessen denselben 
ı 


2. Zw‘ nö ' | | 
Winkel y ein (c057 = Ss )" Endlich stehen bei geradem n (n = 2m) die 


Kanten A,_,A, und A,;,A, bez. auf B,A„_,BP, und B,A,.,B, senkrecht. 


Für die Fälle » =5, 6 habe ich auf Grund der erwähnten 
Eigenschaften die Frage algebraisch behandelt und die Auffindung des 
Ideals auf ganzzahlige Gleichungen achten, bez. dritten Grades zurück- 
geführt. 
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I. 
Wir beweisen zwei für das Folgende nöthige Hülfssätze. 
a) Lehrsatz 1. Bleibt bei einem Tetraeder von gegebenem Volumen 
V das eine Dreieck ABC und der Inhalt [BCD| eines zweiten, BCD, unge- 
ändert, so erreicht die Summe der Inhalte der beiden anderen Dreiecke, 
IABD]+[ACD], und damit die Oberfläche den kleinsten Werth, wenn diese 
gegen das erste, ABC, gleich geneigt sind, so dass also auch die A anliegenden 
Winkel derselben, (BAD) und (CAD), übereinstimmen”). 
Es seien J, Jı, J, J; die Inhalte der Dreiecke ABC, BCD, CAD, 
ABD, «, w, x die Neigungswinkel des ersten gegen die drei anderen, 
endlich a, b, e die Kanten BC, CA, AB. Alsdann ist 
J.J 


—sina=2- 
ad oO 


b ns 


so dass « einen von zwei supplementären Werthen haben kann, ferner ist 


= 


sin = 2 25 sinz 
Erd @) 


se 
De 


J = J008a + J,C08Ww+ J;C087. 
Daher muss 


33V b c 
he te) 


ein Minimum werden, und zwar bei unveränderlichem 
J,cosyw+ heosz = ,, (beotw-+ eeotz) = J—J 
‚c08y+ 5,608 = 57 (beotw-+ ecotg) = J—J, C08«. 


Als Bedingung des Minimums folgt aber 

co8sy—q=0, 008%—4=0, 
so dass wirklich w=x und folglich (BAD) = (CAD) ist. Da nur einmal 
die nothwendigen Bedingungen des Minimums erfüllt sind, das Eintreten 
eines solehen aber evident ist, so kann man noch schliessen: 

Lehrsatz 2. Bewegt sich ein Punkt D auf einer Parallelen zu BC in 
der Richtung fort, dass der grössere der beiden Winkel (BAD) und (CAD) 
sich verkleinert, so wird die Summe der Inhalte |BAD|+[CAD] sich so lange 
verkleinern, bis beide Winkel einander gleich geworden sind. 


*) Dieser Satz steht in der Mitte zwischen zwei Steinerschen Lehrsätzen. Bei 
beiden handelt es sich darum, die Oberfläche eines Tetraeders bei gegebenem Volumen 
möglichst klein zu machen. In einem Fall ist noch die Grundfläche gegeben, im anderen 
Falle die Inhalte zweier Dreiecke. Vergl. Ueber Maximum und Minimum etc. S. 278 
und: Einfache Beweise der isoperimetrischen Hauptsätze. Ges. Werke II, S. 75 —91 
(S 5). Uebrigens würde Steiners Schlussweise auch auf unseren Fall passen. 
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?) Gemeinsame Eigenschaften der Ideale aller Gattungen. 
Es sei für ein beliebiges orthogonales Coordinaten-System die affine 
Transformation 


e=(l4a, Y=(l4oy, #=(IHvs 


J Au 


gegeben. Ein beliebiger Raumtheil mit dem Volumen V wird dann dureh 
einen anderen vom Volumen 


V-+ Veartu 4 v)+ +: 


ein beliebiges Stück J einer Ebene mit den Richtungscosinus cose, 08/9, 
cosy durch ein anderes vom Inhalte 


J+ J((u-+r)cos’o +(v+ ).) c08’P 4 (A -+ u)cos'y) +... 


ersetzt. Durch die Punkte sind Glieder zweiter und höherer Ordnung in 
), u, v angedeutet. 

Bei einem Polyeder vom Volumen V und der Oberfläche F möge 
nun die einzelne der f Flächen den Inhalt F, und die zugehörige Normale 
die Richtungseosinus cos«,, 6©08/,, c0sy, besitzen. Alsdann erfahren V und 
F bei der affinen Transformation die Veränderungen 


AV VAa+u+r)+-, 


I 


f > 2 Eu TE BE u 
AF = (u-+rv) p> F,coso,+(v +4) P> F,co8’ß,+(»+u) FE F,cos’y,+-- 


während die Gattung des Polyeders ungeändert bleibt. Handelt es sich um 
das Ideal der Gattung, so muss /F bei genügend kleinen 7, «, » immer 
positiv sein, wenn /V verschwindet; hieraus folgt: 


; 2 Z y Y f ) 7 
(1.) SF,cosa;,= &ZFcosß; = EFeosy, =HF. 


Fi 
i—=1 i=1 i==] 


Zunächst folgt nur, dass alle drei Summen denselben Werth Q haben; der 
Relationen 
co8’a,+cos’P,;+eos’y, = 1 
wegen ist aber Q=HF. 
Den Relationen (1.) stellen sich drei andere an die Seite. Für 
irgend eine Axe ist nämlich, wie wir soeben zeigten, 


f 5) 
SF;cosy;, = HF 
(=\ 


9 


unter y, den Winkel verstanden, den sie mit der Normale von F, einschliesst. 
26 * 
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Hat sie die Riehtungseosinus cos«', cos’, cosy', so folgt: 


2 / 2 wer f ö a 
ar = F; eos’ @,+.c08’9 & F;cos’;+cos’y E F,cos’y, 
i—1 i=1 


+2608/ c0sy FE F;c0s/,6087;+2c0sy'cos« 5 F,cosy,cos«, 
i==3 


3 


f £ 
+ 2cosa' c08/ & F,cosa;cosP, 
i==1 


oder: 

y' ' JS y A) ! ' / ni 
0 = 08/5 608y z F,c08/9,6087,+€C08y c08« = Fc0s7,c08@, 

2 Jr J Y 
+ c08a' cos 2 F,c0s«,cos7.. 
= 
Das ist aber nur möglich, wenn 
/ F f 
(2) & F,c0sß,c08y, = & F,cosy,;cose;, = FE F;cosa,cosß, = 0 
i=]1 i==1 e—=1 


ist. Die Relationen (1.) und (2.) sind fünf unabhängigen äquivalent, da 
aus ihnen die Identität 


F=F 


sich ableiten lässt. Wir können sie in die eine Relation 
3 F.cosgp,cosw, = 4Fcos% 
je] 


zusammenfassen, wenn wir unter g, und y, die Winkel verstehen, welche 
die Normale von F; mit zwei festen Axen einschliesst, unter x den Winkel, 
den die Axen mit einander einschliessen. 


Il. 


Verschiebt man bei einem P, oder ;B,, B,; A,, A,,..., A,_,) In jeder 
Parallelen zu B,B, die Strecke, welche P, auf ihr abschneidet, so lange, 
bis ihr Mittelpunkt in eine bestimmte zu B,B, senkrechte Ebene gelangt, 
so bilden die Endpunkte ein neues P,, welches eine zu B,B, senkrechte 
Symmetrieebene besitzt, dasselbe Volumen hat, wie das gegebene, aber nach 
dem Steinerschen Symmetrieprineip kleinere Oberfläche aufweist”). Bei 
Aufsuchung des Ideals der Gattung P,, das bei gegebenem Volumen V die 
kleinste Oberfläche F besitzt, kann man sich also auf Polyeder mit dieser 
Symmetrieebene beschränken. Zur analytischen Behandlung der Aufgabe 


Ä 
u 


") Vgl. $ 11 der Abhandlung: Einfache Beweise etc. 
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führen wir als Veränderliche die Länge 22 oder B,B, und die Winkel 
y;= (ABB) = (A,B,B,), (=12, ...,n-1) 
w= (ABA...) = (4,B,A..); 4 = (ABA); G=1,2,...,n—2) 
ein (B, ist der Mittelpunkt der Strecke B,B,). Alsdann ist 
ei F= a tgpHtsg.t+ Pe ' 
BE We, we in A A er a 


„3 n—2 
(AN 5 2 snytgpigpi: 
( .) ı i 
—— V(2, fı, Pry v0, Pa-ıs v, w,, eo»; v, 03 Kıy Arı rer In 


Hierzu treten die Nebenbedingungen 


2 





5.) 0 = —6C08W;-+6089,C08p,..1+-$8Ny8INnYp, 1608, EA, [LP Pr Wr Zi) 
(i Ba ee 


Setzt man nun mit aufzusuchenden Unveränderlichen g, 4, 9 »:.: 9 

(6.) (2 u L-+-qgP- A, - 1A,-t | ’B “u 
so gelten für das isoperimetrische Ideal ausser den Gleichungen (4.) und 
(5.) noch die anderen: 


Fi 08 - o8 
(T.) ‚ — VÖ, (7) = )., ki | nass n—1) 
OA x f p; 
98 98 
PEN Os N 
(#1) ‘ = 0, (1°.) “ _— (), (ı Bi as l -J 
( w; / \ ( X: 
Das gilt aber nur unter der Voraussetzung, dass das Ideal keinerlei Aus- 


artungen zeigt. Falls etwa bei ihm $ z, den äussersten Werth 27 erreichte, 
>] 


so brauchen die Gleichungen (7.) nicht nothwendig zu bestehen, da nicht bei 
allen den Gleichungen (4.) und (5.) entsprechenden Variationen der Ver- 
änderlichen F sich zu verkleinern braucht. Um dieser Schwierigkeit zu 
entgehen, eonstruiren wir uns ein Uontinuum von theils uneigentlichen P,, 
welches das gegebene umfasst, zeigen, dass das Ideal dieses Continuums 
sicher den Gleichungen (7.) bis (7°) genügt, und erkennen dann später, 
dass dieses Ideal dem Bereich der eigentlichen P, angehört. 

Zu diesem Zweck nehmen wir V als constant, die Winkel ,. 
De su Dan BEE EDRE, W,, Wr, 2... WW, aber und damit 2%... X +++, % 
zwischen den Grenzen 0 und z an. Nachdem ein bestimmter Drehungs- 
sinn für die Axe B,B, gewählt ist, hat man dann »--1 Dreiecke B,A,B,, 
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B,A;B,;, ..., B‚A,„_,B;, die bei B, und B, die Winkel 9, %>, -:.. Py-ı 
zeigen, so festzulegen, dass aufeinanderfolgende der Reihe nach die Winkel 
Yıs Zs ++ /n, einschliessen. V stellt dann die Summe der Tetraeder- 
Inhalte 
IB,B,; A,A,)-+[B,B,; A,A;]+--+[B,B,; A,2A,-:]| 

dar, während F eine Summe von Dreiecksinhalten ist: 
F = |A,B,A.])+[4,B,4;|+--+[A,B,A,_,]+[4A, B,A,]+[A;B,A;]+--- 

+ +[A,B,A,_]+[BıA,B;]+[B,A,_,B:). 


Sobald 8 z, grösser als 2n ist, erhalten wir kein eigentliches, sondern ein 
—1 


gewissermassen mehrfach um B,B, herumgewundenes P,. Wir beschränken 
unser Continuum durch die Festsetzung, dass ein P, lediglich längs B,B, 
concav sein darf. 

Wir heben aus dem Gesammt-Continuum ein Theil-Continuum durch 


n—? 
die Festsetzung heraus, dass $ y, unterhalb einer Grenze liegen soll, die 
= i—1 


nicht kleiner als I(n—2)n ist. An der Grenze oder im Innern des Theil- 
Continuums muss nothwendig ein P, mit kleinster Oberfläche liegen. Im 
letzteren, aber nicht nothwendig im ersteren Fall müssen die Gleichungen 
(7), (7), (%), (7°) gelten. An die Grenze des Continuums gelangt man 
aber, wenn die Gösse B,B, = 2z unendlich gross oder unendlich klein 
wird; zweitens, wenn ein Winkel des Polygons B,A,A;...A,_,, Jedoch 
nicht der bei B, liegende, sich streckt oder einzelne seiner Seiten ein- 
schrumpfen, drittens, wenn einzelne der %, sich strecken oder einzelne der 
p, verschwinden, und endlich viertens, wenn die Summe der y; den vor- 
geschriebenen Grenzwerth erreicht. Zeigen wir, dass jedes dieser Grenz- 
polyeder durch ein nicht ausserhalb des Theil-Continuums liegendes von 
kleinerer Oberfläche ersetzt werden kann, so ist ein isoperimetrisches Ideal 
im Innern des Continuums nachgewiesen. 
Versteht man unter @ die Summe der Inhalte der Dreiecke A,B,A..ı. 
so ist einerseits 
ar 
F>26, V=46, F>°-. 
Ist ferner U der Umfang des Polygons B,A,A,... A,_,, der also grösser 
ist als der eines Kreises vom Inhalte @, so hat man 


F>Uz, U>2VGn, V= 2G3 


- 3 
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und folglich 
F > V6Vnz. 

Zeigt nun ein beliebiges P/, die Oberfläche F,, und setzt man 

en 

Mm’ 6Vr ' 

so haben eine grössere Oberfläche als F, alle diejenigen P,, bei denen nicht 
ss <—s<z 

ist. Da F grösser ist als der doppelte Inhalt jedes Dreiecks B,A,B,, so 

ergiebt sich für g, die obere Grenze 


Ein Polyeder, bei dem einer der Winkel %, sich streckt oder einer der 
Winkel %, verschwindet, zerfällt in ein P, und ein P,_„. Dieselben mögen 


für sich die Volumina V, und V;, die Oberflächen F, und F, besitzen; es 
sei ferner 
Fr F_r 


1 
72 72 
y: y: 








Ein zu P,, ähnliches Polyeder mit dem Volumen V oder V,+-V, hat dann 
die Oberfläche 


3 LTR 3 ' — 3 a 
F, Ye _ F/(1+ 7°) <F(1+J 4 )<F-+F, 


Dasselbe gehört aber zu unserem Continuum und hat wenigstens einen 
gestreckten Winkel z, weniger als das gegebene. 

Ein P,„ unseres Continuums kann entstehen, entweder indem einzelne 
der Winkel (A,,A;A,,,) sich strecken, oder indem einzelne Kanten 
A,A,,, zusammenschrumpfen, womit das Verschwinden einiger z, verknüpft 
ist. Man kann es in ein P,., zurückverwandeln, wenn man einen Punkt 
auf dem Umfange seines Mittelpolygons geeignet als (m+1)-ten Eekpunkt 
mit gestrecktem Winkel wählt. Mit dem neuen Eckpunkt A,,, heisse nun 
das Polygon 

Ur RN us Ge AA 
Hält man alle anderen Ecken fest, verschiebt aber A, parallel zu A,,,A,;_,. 
also auf A,_, zu, so entsteht ein P,,,, unseres Uontinuums; nach Lehrsatz 2 
wird es eine kleinere Oberfläche als P, besitzen, wenn man (A,.,, B,. A,) 


i 
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kleiner als (A,_,, B,, A,) gemacht hat. Ist bei einem Polyeder, bei welchem 
2% den Grenzwerth erreicht, keines der bisherigen Verfahren anwendbar, 
so kann es auf Grund des Lehrsatzes 2) durch ein Polyeder des Uontinuums 
mit kleinerer Oberfläche ersetzt werden, wenn nicht 

p >v = wm. =Wn<Pn-i 


ist. Ist zB w=w,,,, so wird eine Bewegung von A, parallel zu 
A,,,A;_, bezw. A,_,A;,, das Volumen ungeändert lassen, die Oberfläche aber 
verkleinern, ist andererseits 9, < y,, so wird, wenn man A, parallel zu B,A; 


n—'? 


bewegt, z,sich verkleinern, ebenso die Oberfläche, und es wird ein Polyeder 
a 


des Uontinuums entstehen. Finden aber die obigen Relationen statt, so ist 


. r . st . . 
der gemeinsame Werth der , kleiner als ,, da dies von y, und g,_, gilt. 
wenigstens einer der Winkel %, %, --., %,., aber, etwa z7,, ist stumpf, da 


/, und z,_, spitz sind und die Summe aller y nicht kleiner als 4(n—2)7 
ist. Man bewege nun die beiden Dreiecke B,A,B, und B,A,,,P, mit den 
vorangehenden und darauf folgenden T'heilen des Polyeders um einen kleinen 
Winkel auf einander zu. Hierbei verkleinern sich sowohl w; als auch z;; 
da aber , spitz, z; stumpf ist, so vermindert sich der Inhalt des Dreiecks 
A,B,A,,,, derjenige von A,B,A;,,, und folglich das Volumen des Tetraeders 
B,B,A,A,,, aber vergrössert sich, und unser Polyeder ist somit in ein 
anderes verwandelt, welches grösseres Volumen und kleinere Oberfläche 
als das gegebene besitzt. Durch Verkleinerung nach der Aehnlichkeit kann 
man also ein P, unseres Continuums herstellen, welches kleinere Ober- 
fläche als das Grenzpolyeder besitzt. Aus allen diesen Erwägungen folgt. 
dass bei dem Ideal unseres Haupteontinuums die Winkel %,, w, und z, inner- 
halb der für sie gegebenen Grenzen liegen, dass ferner keiner der Winkel 
1, ,4;A,., sich streckt. In Folge dessen kann man den Winkeln 9, und 
y, ganz unabhängig von einander Variationen von genügender Kleinheit 
ertheilen, ohne dass eine der möglichen Ausartungen eintritt. Berechnet 
man mit Hülfe von (4.) und (5.) die Variationen der %,; und von z, So 
muss die totale Variation von F verschwinden, d. h. aber mit anderen 
Worten: 

Lehrsatz 3. In dem von uns construirten Continuum giebt es Träger 
eines Lösungssystems der Gleichungen (4.), (5.), (7.), (*.), (7). (7°) Eines 
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von diesen Polyedern, bei dem 
n—? 


9.) = u< I(n—2)n 


ist, hat kleinere Oberfläche als alle anderen Polyeder des Continuums. 
Wir benutzen zuerst die Gleichungen (7’.) und (7°). An dem .Ideal“ 
finden also die Relationen statt: 


, 2 COsWY; h . 
(7°.)  — —— +gsiny, = 0, (eh. 
COSP;COS Qi +1 

(7: en ’ Be r Br | | 

..) > 300848 Pptg pr SD SInPS5Iny rn = 0: G=1,2,....,0—2) 

. . ° zT . » 
da die , mit Ausschluss der Grenzen zwischen O0 und -, liegen, so folgt 
hieraus 

(10.) 3eotw, = —g3C0t%.. 


Nach dem Theorem 2.) muss aber als nothwendige Folge aus den Glei- 
chungen (5.), (7.), (7), (”), (7°) sieh das Gleiehungssystem 

(11.) 9P=sw=Ww=..=-W,.=-Q9,{Ü=V 
ergeben, denn im anderen Falle würde die Verschiebung einer Ecke des 
Polygons B,A,A,...A,_, parallel zur Verbindungslinie der beiden Nach- 
barecken ein P, mit kleinerer Oberfläche ergeben. Offenbar ist dann 
nach (10.): 


(12.) Al u ee? 
Diese Folgerung wird nur dann hinfällig, wenn eotw und qg beide ver- 
schwinden. Da jedoch wenigstens einer der Winkel 7; spitz ist, (9.), und 
wir für g, eine obere Grenze, g,, haben, so ist 


co8Yy = CO8SY;C0SY;,,+SINyYy;SINnYy,;,,C08%; > CO8’Yı. 

und es kann der besondere Fall nicht eintreten. % ist ein spitzer Winkel, 
(9). Die n—2 Strecken A,A,, A;A;, ..., A, A, werden daher nicht 
nur von B,, B,, sondern auch von B, aus unter je demselben Sehwinkel 
erblickt. 

Sind die Winkel % und w bestimmt, so können noch in mehrfacher 
Weise zugehörige P, construirt werden. Durch 9, =w=(A,B,B,) ist 
zunächst 9, oder (A,B,B,) bestimmt, weil A, nicht mit B, zusammenfallen 
darf. Bei y, sind wir schon im Zweifel, ob er gleich y, ist oder nicht. 
Ist %, gewählt, so entsteht ein ähnlicher Zweifel hinsichtlich y,. u. s. w. 
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Wir wollen zeigen, dass ,_, und ,,, stets die Seiten der beiden verschie- 
denen sphärischen Dreiecke sind, die durch die Seiten 9, und y und durch 
den der letzteren Seite gegenüberliegenden Winkel 4 bestimmt werden. 
Zu diesem Zweck stellen wir die Gleichung (7°.) bei allgemeinen Werthen 
der g,, w, und %; auf und combiniren das erhaltene Ergebnis mit den Rela- 


tionen (11.) und (12.). Wir setzen 


“R: 082 
<y un A utHDı U-)— 0 G=2%...,0-2)) 
pi i i 
und definiren 
u» Ö | ä sin y,; 2° RE . 
a) —is —— +94. 8ingtgptgp: 
op; COS P;COS Pi-+1 1 3 ANEPIEPir 


+4. 608%,+ 608,608 41 +8 YSIN Y;;ı cos7) 


U‘) erhalten wir bei Vertauschung von q, %, YW, Pi gegen 41, Kı-ıs 


ı 


U; 4, @;_,. Nun ist offenbar 


. . 3 a - 
1 „ SnWw;siıng; 3 8sm% 
ur) = 3 ——- —— +95 —-t8YiH 


c08?P;C08 Pi rı 3 cos’p; 
+4g,(— Sin p;C08@;,1+ C08Y,8IN p; 4, C08%,). 
Benutzen wir hier die Gleichheit der w;, sowie die der x, und setzen 


7 cotw BE I. coty — 


. s og’ * COSP;COSPirı ’ 


(10.) 


so ergiebt sich 


U4HD = 12 - ROBIN _;._ 3 coy _SIny top, 
O8’ PiCOS Pi+ı cotx cos’yp, I 
r cotwy 


— 


— — (—$INP;COSYp, COSY;SINY;,1C08%), 
COSPiC0SPırı ( piC08 ++ C08P:8INP;;1C08X), 
„2 
UF) = — - —— [-8in’Y008%8ing; 
SINWCOSZ COS" P;COS Pi+1 | / Be 
+-SiN’ZCo8YSIN@;,, + C08%X C08W COS YP,(—SINP;COSP;,,+ C08X C08P;8In P;41) |, 
DD = „li Er 2 
" sin wcos% c08’@;C08 Pi+1 Yy Pirı 


6082 (— sin’ wsin p;— COS YSIN P;C08 P;CO8P;4,)— CO8’X COS YSIn’P;SINY; 1} 


Setzt man hier 


08 COSW— COS P;COSP;-+1 
C0O8X = — "m 
4 SINP;SINP; +1 
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so ergiebt sich augenblicklich 


> 
“ 


U4+» TR 3 COSP—COSWCOSP;+1 
cos4. cos’; sinysing;+: 
Sollen also in dem sphärischen Dreiecke mit den Seiten w, g,, 9,,, diesen 
die Winkel z, &,, n,;ı gegenüberliegen, so wird unsere Gleichung (7°.): 
(7°,) U-MDLUMD— 3 


c0sXcos’p; 


o 
- 


(c087,+C08L,) = 0 
oder 


(13.) n,+L&, = n. G=2,3,...,0=2) 
Also sind wirklich %,_, und g,;,, die letzten Seiten der beiden verschiedenen 
sphärischen Dreiecke, welche durch die Seiten g,; und w und den letzterer 
gegenüberliegenden Winkel % bestimmt werden. Jeder der Winkel %, ist 
daher grösser als wenigstens einer der beiden Winkel %,_, und ,.,. NSucht 
man den grössten Winkel unter den y, heraus, es sei dies y,, so gilt das 
System von Ungleichungen 


p%, <p< + <gQP-ı <P > Prrı > Pır2 >>, 


u 
Eines der Zeichen zunächst %, kann in das Gleichheitszeichen über- 
gehen. Es sei Y,,.(£= +1) der grössere der beiden Winkel ,_, und 
Pr.  DBezeichnet man mit „' die zweite y anliegende Seite eines recht- 
winkligen Dreiecks, das durch die Hypotenuse Y, und den Winkel z be- 
stimmt ist, so ist augenscheinlich 


pP << Prrs I Pr 
Hieraus geht aber hervor, dass die drei Winkel des Dreiecks aus g,, w, 
(;,. sämmtlich spitz sind. Bei einem sphärischen Dreieck. dessen Seiten 


y. .. . . 7 ® ® ® « .. 
und Winkel sämmtlich kleiner als , sind, ist aber die Grösse 


m 


sına sinb sine 


— _—— — 


sine sin? siny 
kleiner als Eins. Dieses Verhältnis ist für alle sphärischen Dreiecke mit 
den Seiten w, ,, 9;,, und den Winkeln z, 5, n,,, offenbar der gleiche 
echte Bruch #. 


I1l. 

Nunmehr ist alles vorbereitet, um von dem bekannten Zusammen- 

hang zwischen der sphärischen 'Trigonometrie und der Theorie der ellip- 
“) 


ke 
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tischen Funetionen Gebrauch zu machen. Man setze zu ihrer Einführung 


) 


VYa-s;=1, K=8—6, &+&+&5=0, 
vw)=e, Ylw+tw)= e,, vw) = e;. 
Die Grösse Ak sei kleiner als Eins, also ® reell und w' rein imaginär. Bei 
einem sphärischen Dreieck mit den Seiten a, b, e und den Winkeln «, ? 
y sei nun 


BJ 


sina sıinb sine 


—— — 


sin« sin®  siny 


Alsdann giebt es ein Argument « innerhalb der Grenzen 0 und 2w, für das 


D “> 1 sh _» [07 
sm«a = &;(%) — Ya-- = sınam (u, k) = 6, (u), 
(u)—e o 
r 2 1/ pPlu)—e 
cosa = $,(u) = | wer — cosam(u, k) = . (u), 


sina = kS,(u), 


| 
w 


cosa = &,(u) = \ Pl), _ am (u, k)= — (u); 
3 


zu , b bez. y, e gehören zwei andere Argumente © und w, und es ist 
dann bekanntlich 


u+ev+w = 2iw, 


wo i gleich 1 oder 2 ist. Sind nun a, b, ce sämmtlich kleiner als und ist 


59 
folglich jede der Grössen 9+7, y+a, a+P kleiner als 7, so hat man 
bestimmter 

u+c+w = 2w, 
bezeichnet man nun die Argumente, von denen die Paare gegenüber- 
liegender Stücke 4, w; &, 95 N41m Pi In einem unserer a—2 Dreiecke 
abhängen, mit w, ®,, “,;,,, So hat man zunächst die Gleichungen 


i+19 
(14.) CU ;ıtrP, = > w. Gel 2.0 
Der Gleiehungen (13.) wegen treten aber hinzu 
(15.) u+v; = 2w, (=2%,3,..., n—2) 


endlieh. da 


Ss 
_ 


‚ und n,_, mit 4 übereinstimmen, ist noch 
ET Wen 7 


Durch Addition der i ersten Gleichungen (14.) erhält man bei Berück- 






sichtigung von (15.): 


G+l)w+tu,, = 2w, 


oder speciell für i= n—2: 
nw — 2w. 


Man hat daher allgemein 


> 21 2(n—i—1)ı 
(16.) m 5 ( oa 


ı ’ 


n 


n 


und gewinnt damit folgende Beschreibung des Polyeders: 


" KAT) 
co8sy = 608(A,B, A,,,) = @08(A,B, A...) = $; 


23 n 


u \ 2 „ 2iw 
(17.) 1 6089, = c08(4,B,B,) = c0s(A,B,B,) = &, ”— 





Da stets &,(2w—u) = &,u Ist, so Ist 


(18.) pi ai Pn-i3 


so dass also eine zweite B,B, enthaltende Symmetrieebene 


608%, = 608(A,B,A;,,) = 0084 = $,; 


n 
2w 
n 


E. Kötter, Polyeder, die bei gegebenem Volumen die kleinste Oberfläche besitzen. 213 


(i 1, & 0.0, nei) 


auftritt, die bei 


geradem rn (= 2m) die Ecke A, enthält, bei ungeradem »(= 2m+1) aber 
die Kante A,A,;, halbir.. Im Falle » = 2m ergeben sich die Grössen- 


beziehungen 


2a N ae Be Be 
(18°.) f, u f: u ar Fe << Pin a Pin ea 


ferner ist 


En Nm Sr 


-p, > (1) 


also stehen A,A,_, und A,A,,ı bez. auf B,A,.,B, und B,A,.,B, senk- 


recht*). Ist »=2m+J1l, so hat man 


>m 


m 


Un = Ur = 


2m+]1 


w, 


es ist also das mittelste der sphärischen Dreiecke gleichschenklig, und es 


ergeben sich die Relationen 


AI) <a <a yn = Pam D 


> > ee. 
Pn+? .- 


Pa? Pa 


*) Da die dreiseitige Doppelpyramide auf drei Arten als ein P, aufgefasst werden 
kann, so folgt der bereits von Steiner ausgesprochene Satz, dass beim Ideal die von einer 


Spitze ausgehenden drei Kanten auf einander senkrecht stehen. 


und Minimum etc., Zweite Abhdlg., $$ 52 I, 53, 54. 








Vere]l. Ueber Maximum 
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Die noch fehlende Gleichung zur Bestimmung von k kann in jeder 
der beiden Arten 
-. 2 
(.) - =(, 


- 
» 


oa & 


(1.) ZF,(+-cos’a) = 0 
dargestellt werden, wobei unter F, die einzelnen Dreiecke, unter «, ihre 
Neigungen gegen die erste Symmetrieebene verstanden werden. Dass jede 
der beiden Gleiehungen eine Folge der anderen ist, sobald O<Ak<Z1 ist, 
lässt sich indireet ersehen; jede von beiden ist die nothwendige, doch auch 
hinreichende Bedingung dafür, dass die erste Variation von F mit der von V 
verschwindet, während die Gesetze 
Gy mer = rs N sek nett a 

obwalten. Einen direeten Beweis aus der Theorie der elliptischen Fune- 


tionen habe ich nur für gerades » gefunden. 
Die Gleichung 


Kg (2tgw- 5 —  — —— )+43° 3 singtggy,tggp;., = —— = 0 
\ ) 22 fe) / | - COS P; COS Pi+i 1 q3 Pr 4 8Fi o Pi+i 02 
lautet nach Einsetzung des Werthes 
3 cotwy 
( ) 1 2 coty 
(19.) Dsinw 3 l 3coswsin’y "Stoe toc a 
PR RO ZI C08SP;C08Yirı cosysiny SS SPIEPin 7 N 


Hierbei verstehen wir unter g, und g, den Werth Null. Nach Einführung 
der elliptischen Functionen und Fortlassung des Factors Atgy erhält man 
2w .  2w 2iw „ 2G+1)o 


.) Pe! A 
"73 28, n VSy3 n 5 n 803 n er 0 
Fuer £ 2iw £ 2(i+1)o Pr0 4 
23 =. ‚293 ST ren 
n n 
Nun ist bekanntlich 
E BE .E LE „; 
(we —Ww) = 505,04 h tw —w), 
und also für 
2iw 2(i+1)w 
= ——, 9=- G ) : 
n n 
£ 2 E 2io & 2G+1)o 
7 . 2iw „ 2(i+1)o FE he Mn n 
(20.) Su3 I 503 ü > es ar ur, engen 
n n ep 2w 
7 





Die Einsetzung in (19.) ergiebt 








E. Kötter, Polyeder, die bei gegebenem Volumen die kleinste Oberfläche besitzen. 215 





‘) ‘) 
we, — — 1; 
1 n—1 13 9 >23 n 9% Im 0 
(@1.) Al 3. 2(i+1)w Tu, P 
n n 
Weiter ist 
RR. ZEN uE, 
Elu—e) T Elfe) — Ep KE win 
und also 
2iw R 20 
1 1 1 2; n nn 
& 2(G—1)w , 2G+1)o g: 2w pp 2w ,„, 2iw 
>23 n >23 n >23 >13 n >03 n 
Mithin erhält man 
n—1 n—1 
Ze u = 4 u \ ii Zu; = E 5 + - E | + - | 
vu nd 2(i+1)o g zw ig 6, l)w : 2(i+1)w 
23 n 23 n 23 n 23 23 n >23 n 
, ZW 
. 1 2 23 n 
er Fr a u. iu 
Fee Bi; -K’R, n 5 
n 
£ 2w 
n—l 23 n 
= 2 > 5 T 
jet) „. 2w a Zu... Zu 
>, —h’E, 0: 
n n 
Die Einsetzung in (21.) ergiebt 
au u 2 
2h?&? — 38° 
n—1 13 23 n b 0 
BE u t9- 
er 








oder, wenn man jedes Glied auf einen Nenner bringt und den Faetor 


2w 


ve, 20 ablöst, 
n 
Zi 
)__ 2 

k n—1 = 38, ı m 
(22.) P> 2 Im u 

i=( 22 u —h?E FAT 

Zi E 13 -03 





„ 2iw 


n 


= U, 


Eine analoge Reihe von Umformungen kann man mit der Gleichung 


Da 


(1.) vornehmen. 
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F,=- [484 ja.) ae 


RL c08P; COSP;-+1 
F,=F,,=[B,A,B;] = [B, A,_,B;] = »’tgw, 
[4:B,AHı]) _ [4B,A4ı] sing. 


Cosa, = —: sin y,sinc 
[4,B, A; 1] = ABA) sin FM Pin 


ist, so lautet die Gleichung bei Fortlassung des Factors siny zunächst 








’ 2 1 1 I | 
(23.) ee .._ sin’g,sin’p;. ) = Vu, 
0 C08SP;COS@Pp;Hı 9 sin’w 
| n—1 1 2 20 „» 2(i+1)w 
(24.) PB: I; > En — S3 j 3 264 DL = (0, 
il) & ZUH & 2(- r 1) o 3 n n 
S93 ss 
a n 
Mit Hülfe von (20.) geht dies zunächst über in 
BE 20 9£: 2 
ev Ei e E 2G+1)o ee” ET ken n | \ 
in 2 n 
Mit PER NES: von (21.) erhält man weiter 
— f Im m 20 
| rn. —38,- u er; 
ii, 2@ PR. In 19 » 20 „ 2(Gi+Hl)w| _ 0 
- 13 4, 20 ee * au A. ee re Sa 
2k? &? — 95,5 
n 23 | 
u KA) 
3(ıı1—k’)E, r 
FERN 11 | ( I5na n . 2im B 2(i+1)o 0 
(25.) 3w ee ii a TEE Sala 
= [gg 2® page 2 
a nn 
Aus 
HR. 
E fa. ec ri EEPFLETTE 
»(\Ur SU —-d% = 
Sure) + sn ) 1— RE? uE,v 
folgert man 
an 2io „ 2(-+1)ow .„ Zw , 7 we (z Be Um. ı 2 a) 
A En —- = 59 —+ 3 523 52 | 
zur a ET n N r n “. n 
2 “ Di 
3 me 
A ee In 
m s23 B " e) Fer “) ”); 
n = 41_pp 20. 2iw 
Kalirı >03 j s03. 
n n 
20 ,. 2iw 


Ro 
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Setzt man dies in (25.) ein, so entsteht: 








f £2 Mm | 
(26) = Se a 0 
i -) ») Zpt >) ) =— . 
0) nanien ER 2. lm u Zul) u KA) 
... 1-—k’S,, 4 38° — 2, 
Er ee 7 TPIR RE WR 
Benutzt man nun die Formeln 
“ 1—k’ \ & u 
Wu) = —; El —u) = —! 
S,; U . ä S, u 
so wird (26.) die Formen annehmen 
n—| +) 
. a2) ) (ad r ) - | = 0 
Pean" Zi n— Zi) an 20 „. (n— ZA) ’ I’ 
1&- — EB, — 35° — 26° &2 | 
en n bin er N IPeX, 8 ; n 
n—1 | > 
P: | ) ) { );\ ;* > ) | V 
- n ie n RD. .. 
) a9 (n— 2) 
2 Dana 
- rrh OR n 
(27 hr =— |) 
ai. N TE z °° .. 20 „. (n—2i)w 
6 — U &?, 8. 
r n a Fer N 
Setzen wir für ungerades » [= 2m+1] 
n—2i = Zr+1 
und bedenken, dass 
In f \ “)»/ ) \% 
i | (2r+1l)o » (2(n+r)+1)o 
Ente) = de / nr 
n n 
ist, so wird (27.) 
9_a2 (Zr+1)w 
. n—1 > 803 n 
(28.) PS = = — —(), 
U 2 20 22 20 „. (Zr+1l)w 
99 ni Gın “n% 
Te ehe n 


Addiren wir dies zu (22.), so erhalten wir die nur für ungerades » geltende 
Gleichung 


. 
In—1 - >03 n 
28 ) . 3 | u. u. 
(29. u Im “) . BEENpE (, 
il £2 PA Ri 2 £2 lc) £2 I) 
mo « u _ 1 3 - Ag 
u A 


Für gerades » (= 2m) ist 
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und (27.) erhält die Form 





> Ir 
9_3 7 10) y_ 38: Zr 
J -03 n n—1 = -03 n 
Ss E gg rs . 3 . 257 gr 5) 9) . 0, 
m4l g ZW 95: 20 „, Zrw U Wan SW 2: 2ro 
oo ; [) ns " u. _— — A — 5 a 
TER a on nm u 
ist also für gerades » in (22.) übergeführt. 
Man bemerke nun, dass unter Benutzung der Gleichung 
.  2iw . (2n—2i)w 
“3 . = ’ 
2 af j i ö . . ’ 
falls >, ist, bei ungeradem » die linke Seite von (29.), bei geradem n 


die von (22.) in eine Anzahl Terme von der Form 


() () 
2— 38° J__9IE2 us 
238, ( > -u) u 38, ( Be 1) 


S(u) = 10 4 


2 20 (9) \ ii a 2 9) 
En; —h’E?, 2 —— 4) B —h ER, 3, - +u) 
B9 n :\2 / om nr . 


Bes . . r () . + . . 
zerfällt, wobei # zwischen Null und , liegt. Nennt man die unzweifel- 


haft positiven Nenner der beiden Summanden N, und N,, so ist 


Z(u | 4 2 a BEE nf © 
SuUl=-—_ 2 = 4E, (38 +2h°5 ) E ( —u)+& ( +u)) 
WTNN NM, s% Ne e)tlg te) 
ena ZW n2/fW, „2 f @ \ 
.. 673 S13 n BT) 9 U (3 >) u) . 


Unter Benutzung der Relation 


I m. ) () ) W | 2 (0) 
2 -) +u)+&(5 .) u) = 1+4° 2 > +) &,( 5) —u) 


erhält man mithin 


Zu) = 
.) .) ) ») 
.) Lt) ) a9 Zw () () a? ZU) c 2 ı\ 22 (iu) 
Sr — 28, I ks Sl 2 u) Bl -)| - BE2. — (2k —6)5; L 
a 2 2 n n 
r z \ ) ) £2 2 () 
zZ MW) == 1 _— 2 “ k <u3 n y 
0. 





Hk’ El 51 | u)(5 -1)(3— 2’ + (dk — 6): ar ) 


Hiernach erhalten wir 


R „/ w ar ı 2 20 
(31°) Z\ - ) — 1-2, +5, = 
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und, unter Benutzung der Formeln 


" () 1—k' 4 WW 1—k' 
Su3 ‘ is . b) k S; 3 ! . 
2 k’ 2 I+h 
2 1—k' / o;9 a N 
BE Ba) a er u & : en el } .._ - Be u \ 
z(0) = 1-2 HR + BHO 6), 
ARE in 2 3 WS "PN 
(31°.) Z(V) — ur - \ 1— 1— k )Sıu3 E* 
\ 0 1+4 \ u 5 + 
Hieraus kann man nun folgern, dass 
(32.) L<k<3 


ist, sobald man das Tetraeder von der Betrachtung ausschliesst, also » > 3 
nimmt. Da nämlich 


day [ /@ \ f © vra 
= bs = BR ee ee 2 Iya)E N, 
du P\ > u) S\ > un s3 (U, ‚1 hs \» u )Sw\ 3 u 


. . .. 10) . 10) Wrz ” r . 
ist, so nimmt El . Hu)&n( - —u) fortwährend ab, wenn x von Null bis 


107 .. . r \ 6; m INS „/ © 

„ wächst. Deshalb liegt Z(a) zwischen Z(0) und Z\ , N und es kann 
. j) . / \ y \ . » r \ y ‚ { () 
die Gleichung (22.) bezw. (29.) nicht stattfinden, wenn Z(0) und Z\ ) 


a 


gleiches Vorzeichen haben. Sie sind aber beide positiv, sobald 


er en 


ist, und beide sind negativ, sobald 
K<1ı K>3 n>4 


ist. alsdann ist nämlich 


2(5z)= 1-28 48,5 = 1-2 +14 = #201) < 0, 


Unsere späteren Entwickelungen werden zeigen, dass im Gebiete 
der P, und P,, wie selbstverständlich im Gebiete der P, und P,;. die noth- 
wendigen Bedingungen je ein Polyeder unzweideutig charakterisiren. All- 
gemein dürfte ein soleher Nachweis schwer zu führen sein. Als ein ge- 
wisser Ersatz kann der Satz gelten, dass, falls die Gleichung (22.) mehr 
als eine Wurzel besitzt, die kleinste unter ihnen das gesuchte Polyeder 
charakterisirt. Offenbar muss nämlich bei demselben auch die Grösse 


FR | \3 
AR Dasim ( - ) 
U F° Jsın’y NZ 00844008 fir 
A er = | \ 
i—1 


28% 
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möglichst klein werden. Bei den Polyedern, unter denen allein wir zu 
wählen haben, gilt aber die Gleichung (19.), sodass für sie 


-) > 
& -W £ zw 
0 Sl sın’zcos’w 2 1. a a 2 nn " 
mean . ER — Ad a Br 5 5" 2 n 5; % =; - 
4 sın wcos% i=ı C0S$;C0SGE +1 4 1 20 > im R >G+1)w 
_ 3 3 n 


A e_.nı.: i „ f 0w „ f2no . 
ist. Die Gleichung (24.) führt, da En z ) und En E ) verschwinden, auf 


die Umformung 


.£ 20 „,„ 20 . 210 ,„,„ 2(6+1)w 
; two; “03 i a: “03 gr 
N 245 u 2” aut Wels n 
See .), Br 9: If: 
4 25 20 =ı ,;, 2iw , 2(i+1)w 
>13 >23 >23 
n 3 m n 
.) ‘) -) 
„ge 20 x 2 02 x 2? M) 
U DB eg Be m 2 20 „ 2(i+1)w 
_ “ % WR: - R . . = = - = . 
4 a 2iw . 2G+1)o ET hie n 
S13 >23 ®23 
Er iu on . n 


Sind nun « und 5 Unveränderliche, welche den Ungleichungen 
Se <pPs2—as2 

genügen, so werden wir sofort zeigen, dass die Funetionen 

1 & 
& (eu) ’ &,(80) 
fortwährend zunehmen, wenn k von O0 bis 1 zunimmt. Dies vorausgesetzt, 
wird auch U fortwährend wachsen, mithin das kleinste U die kleinste 
Wurzel der Gleichung (22.) bestimmen. 

Um die erwähnten Hülfssätze zu zeigen, gehen wir von dem Aus- 
druck des Differentials d’o,(u, w,w') von 0,(u,w,w) aus, wenn diese 
Grösse als Funetion von ® und w’ betrachtet wird. Dasselbe lautet, wie 
Herr Weierstrass gezeigt hat*), folgendermassen 


2do, = —2uo;ud, — (0, u+(J5gu’+e,)o,u)d,, (4=1, 2,3) 


ce {MP 
&,(Pw), 


d, und d, sind aus den Gleichungen 
d(e,—e;) ——— —2(e —e)(d,—ed,); d(e,—e;) = —2(e —&)(d,— e,d;) 


RE 
zu entnehmen, so dass in unserem speciellen Fall 
kdk — (1—k)(d,—e;d,); 0 = d,— eds, 


*) Vergl. die Abhandlung: Zur Theorie der elliptischen Functionen; Sitzungsberichte 
der Königl. Preussischen Akademie der Wissenschaften, Sitzung vom 27. April 1872. 
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dk — 1-+2%k”)dk 
(83.) ch mp ni m 
ist. Ferner ist bei uns auch # oder «w eine Function von % und mithin 
do,u = o,n.edo+d'o,u. 
Auch dw ist in d, und d, linear und homogen: 
adv = awd,+uend, = ud, +end.. 


Demzufolge ist 


2do,u = —(09 u+ (gu +e,)o,u—2eno,u)d,. 
Hieraus folgt 
. (o,uo/u—c,uou | _ 64 0.u0 u—0o.no u ' 
2di,u = — 1 —— 2 4, 6;) —— —2 = —— ——- ‚and, 
r 0, u ?  0,u 0,u 
Wir benutzen die bekannten Relationen 
7 0,U0,U— 0,U0', U / gr ii 
u I — I = — (9-2, )S5 U U = Köniz, 
. 0,U0,U—0,u0,uU , 0,U0,U—0,uU0,u 0/4 ee ar. 
ns "er Ver vr Tone — = — Kult), 
0, u O,u 0, U 
ou ou 


0,u ou 


und erhalten augenblicklich 


d.. 


nr 


aA 2 u. A o'u \ 
(34.) di,u = —k Esusn| “y —( 


_ en) 





>03 


e - ou 
Weiter folgt aus dem Additionstheorem von , , wenn man die Argumente 


o und —u(= —ow) einsetzt und 1—« mit «,, @&,® mit a, bezeichnet. 
o(@,w) u RO, a o(aw) 11 v(aw) 
0o(@, w) 00 o(aw) su e, — v(aw) ’ 
von u ou ou Eu 
(35.) —1i ” — _-0,n+ -aon= —ı 
n YPU—E, ou, ou Sp; S,, U 


Demnach erhalten wir definitiv 
dE,.u h 2; ou 
56. a — AR NT- u(« n— — ) 
(86.) dk ET Fe "7 
Lässt man «, das Intervall von O0 bis 1 durchlaufen, was völlig hin- 
reicht, so geht der letzte Factor rechter Hand von —x bis 0, da die 


a u. den i ni 
anderen Factoren aber positiv sind, so ist —, negativ, und S,(ew) nimmt 


fortwährend ab, wenn % das Intervall von O0 bis 1 durchläuft. 
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Str 


Wollen wir >(@®) für Werthe von P? untersuchen, die zwischen « 


(Po) 


BL Ir ”p Q Q 
und 2—e liegen, so genügt es, 


Ir 


zu nehmen, da 
5, (2 —-e)w = d,(aw), $3(2—-P)w = S,(Pw) 


ist. Mit Hülfe von (36.) ergiebt sich nun, wenn 


.) DIN 
Po=re, (l1-P)wo=P,w=e, 





ist, 
d \S,,u) li EEE DER | a e(} o'v, \) 
1 —  — 3 VERBUFzU| on — — 6,uE3v08 I, n— 
dk !E,v) DEE er, ou, J BUS sıt | or, /) 
k FF ET, ( ou, \ 
en: rn u ae N ) 
1 —ı? &2 : (Eon gu, 
a &,, U f ’ n— or, N ‚ 
SU 5, ,u A or, N 
Nach (35.) geht dies weiter über in 
d ı\&.u) / E uf ufefr ou \/or 
Ent) — So 513 S0zP si; ( _eor Ic u) 
RER dk 'S8,.0 1—k‘ 6,0 ou / v / 
(31.) j r 
\ i ( ov \( o' u, \ 
—(- 37 — on): 
oo 3 ne ou, ur 
y® Pi. ov . . . ’ .. 
die Grösse —, —/3,n nimmt nun von OÖ bis oe hin fortwährend zu, wenn 


i 
! 


i 3 ’ o'v a. 
P=1-—P,) von O0 bis 1 wächst, während dann = — n fortwährend 


abnimmt. Nachdem daher der letzte Factor rechts für %= « verschwunden 
ist, ist er für 1>/P>« sicher positiv, die anderen Factoren rechter Hand 


sind gewiss positiv, und folglich nimmt —® (Bo) mit k fortwährend zu, 
| EPEN ul 


wenn « zwischen O0 und 1, ? zwischen « und 2-—o liegt. 
Schliesslich erhalten wir mit Hülfe der Formel 


de. u h ) Dr dE,,u k I» 4 | 2 [ co? 
3 un 7 = P_ U __ - u a S u FE u 5) u in Bes en 
dk >03 >23 2 20343139523 < \ ou 1) 


EU 
S03 dk 1—k So3HSıa 


aus (34.): 


dz,,u & ,U&,,U (4 &, EN. ) 
- = ne — -—oian . 
dk k(1—k’) \&,, us, ou 1) 
.. ou u 
Aus dem Additionstheorem von —, folgern wir ferner bei Einsetzung der 


Argumente +» und —u (= —aw): 
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) 
Auo 


o(o'+u,) Be ou 
= n7n— 73 
o(w +u,) ou 2 e,—pu 
oder 
o(w'+n,) A ou Eu 
— — —(n-+o,n)+ —un  —| = —, 
o(w-+u,) (n+0n) u = 9u-—e, 5 u 
woraus die Formel hervorgeht 
. dE u E u&.u [| o (wo tu ’ 
(38.) mL — ZB S Be. ) —(n-+a,n) 
dk k(1—k’) L o(w'-+u,) e 


Es genügt, @ zwischen 0 und 1 zu nehmen. Alsdann könnte nur der 
letzte Factor der rechten Seite negativ sein. Derselbe verschwindet aber 
für =0 und «=1 und hat zur Ableitung nach «, eine Function, 
— [o9(w+a)+n], die fortwährend abnimmt, wenn «, von 0 bis 1 
wächst, also nur einmal vom Positiven zum Negativen übergeht. Daraus 
folgt, dass auch der letzte Factor positiv ist und &,(«w) beständig zunimmt, 
wenn man k von O0 bis 1 wachsen lässt. 
Das nunmehr genau charakterisirte Ideal wird ein eigentliches 
Polyeder, wenn der Kantenwinkel [B,B,] kleiner als 27 ist, also falls 
(n—2)am (= k) — (n—2)aresins Be. 2 
n \ , A 
ist. Nach dem Obigen (32.) erhalten wir für den 
beiden Grenzen (n > 3) 


gesuchten Winkel die 


.) 


> 
En : U) 1) Ze n - - / BE f ALT “ \. 
(n 2)am( a ur) [B,B,] < (n—2)am( an: 


Man zeigt nun leicht, dass bei wachsendem » und festem %k die Grösse 
20 > a : ’ 
(n— 2)am E fortwährend zunimmt und der Grenze 2» zustrebt. Dies vor- 


ausgesetzt, ist also 


[BB] <_ (2w), Vz 
4 
Hierauf beruht es, dass unser streng nachgewiesenes Ideal dem (rebiet 
der eigentlichen ?, angehört, denn es ist bekanntlich 

rt x a 


Br ( ) ei D > 1. 9- 
w<T Ih’ w), -y3 n, 'b,B;| a. 


Ist ferner », bezw. n, die kleinste bezw. grösste ganze Zahl, für welche 
.) . \ ») n \ 

/ _Na (— 4) . ar / Dir. ( A “ \ Ä : 

(R; z)am -. } 3) I; N, z)am \ m. > ı)<n 


ist, so wird das Polyeder sicher allseitig convex sein, falls 


n—n, 
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ist, sicher concav längs B,B,;, falls 


— 


m 


nn; 


ist. In dem Intervall 


n, <—n<T m 


bleibt der Charakter des Polyeders unentschieden. Eine kurze Rechnung 
liefert das Ergebniss 
n,=14, n=8*). 

Fassen wir die Ergebnisse unserer Untersuchung zusammen, so erhalten 
wir genau den in der Einleitung gegebenen Satz. Nachdem Ak als der 
kleinste Werth fixirt ist, welcher der Gleichung (22.) genügt, ist das Ideal 
durch das Gleichungssystem (17.) unzweideutig bestimmt. Die geometrischen 
Eigenschaften sind in (11.), (12.), (13.) und (18.), (18°), (18°.) erwiesen. 
Unsere Schlussbemerkungen ziehen endlich aus (32.) das Resultat, dass 
unser Ideal ein eigentliches, an allen Kanten ausser B,B, convexes Polyeder 
ist, längs B,B, aber sicher convex für »S8, sicher concav für »n — 14 





ist. Da dem Continuum des Lehrsatzes (3.) alle Polyeder P, von gleichem 
Volumen, angehören, die höchstens längs B,B, concav sind, so ist der in 
der Einleitung ausgesprochene Satz vollständig bewiesen. Einfache Be- 
trachtungen, denen ähnlich, die auf den Lehrsatz 3.) führen, würden zeigen, 
dass ein auch ausserhalb B,B, eoncaves P, ebenfalls kleinere Oberfläche 
besitzt als das Ideal, wenn es dasselbe Volumen hat. 


IV. 


An der Hand der erwiesenen Eigenschaften wollen wir nun das 


Ideal der Gattungen P, und P, auf algebraischem Wege fixiren. Indem 
2: . a . : ” 
man benutzt, dass 5; „ eine algebraische Function von k ist, könnte man 


dieses Ziel durch Umformung der Gleichung (22.) erreichen. Einfacher ge- 
langt man aber folgendermassen zum Ziel. Ein P, ist vollständig bestimmt, 


*) Unter Benutzung des $ 45 der Formeln und Lehrsätze zur Anwendung der 
elliptischen Functionen, herausgegeben von Herrn H. A. Schwarz, Göttingen 1353, er- 
hält man 


20 \ 340 A » 20 l« -00 9! 
12.am(7-, yE)=181°4; 6.am( I, YE)= 192. 


Auf dieses Werk verweisen wir auch hinsichtlich der oben angewendeten Formeln. 
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wenn die Winkel 


v=-9=-Yyw=-Ww=-Ww=9g, und =; 
bekannt sind. Man gewinnt eine Gleichung für diese beiden Grüssen, 
wenn man die Gleichheit von z, und 7, ausdrückt, eine zweite, wenn man 
die Gleichung (23.) auf unseren speciellen Fall anwendet. Nun ist 


PERL COS W— COS WCOSC COSW— COS Q° 

39.) sinwsing, .= N sin“, ’ 
Wenn wir quadriren und 

2 = 605BV. Y = COSG 
setzen, kommt 
1-y)(1-y)r 2—y)(l-a 
oder 
y-a)2y rar —y'—yao—yıe—r'+2yr ). 


Nun ist, (18°.), 
Tr pp = 3 CO8y, ==€/ -Yy=(C0SY,. 
folglich erhält man nach Fortlassung des Factors y—xz einfacher 
(40.) 2y a —y—ya-yao—ac+2yr = (0. 
Die gewonnene Gleichung könnte ausser (39.) auch die Folge 
08%, = — 008%: 


haben. Dies ist ausgeschlossen, falls 


ı >. >y 
ist, wie es in unserem Fall sein muss. Die Gleichung (23.) lautete 
.- 1 / Ben 5 
de Ten * sin’g;sin’p;..) — (0: 
i=v C0OSPCOS Pr ” sın w / 


wenn man im iten Gliede, üi=1,2,...,n2—2), 
2 sın GSın "+1 —(COSW—COSF;COS G;r1 )" 
a een he acianh 
sin g;sin'gaı 
setzt, und bedenkt, dass 9, und 9, verschwinden, so ergiebt sich in 
unserem Falle: 


1 —2eos’w— cos” ). +2 cos’w cost 1—?2 eos? u. cosw-t»2 eos Wwcos” 
) BER. Rei ER Wie 2 P: 


_ 1 y 
COS cos F. cos’, 
sin’w 2 2 BE 
=> = 7 m ) . 
I cOSsWCOS P; cos w c08’g 


Mit Einführung von z und y bekommt man nach gehöriger Zusammen- 
Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 3. 29 
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m 


ziehung 
0a y—-3y—Sya-Iya—a—y+2y+r = (0. 
Subtrahirt man die mit 5 multiplieirte Gleichung (40.), so entsteht 
(41.) Zy+2yc+4e—y—lVdaoy+2y+r =. 
Ks handelt sich um solehe Lösungen von (40.) und (41.), bei denen = und 
y mit Ausschluss der Grenzen zwischen 0 und 1 liegen und ausserdem 
2 >>y ist. Die Werthepaare 2=0, y=0 und z=1, y=1, die sich 
ergeben, sind also auszuschliessen; jedes dieser Wertnepaare zählt doppelt, 
weil für sie die linke Seite von (40.) mit ihren beiden Ableitungen ver- 
schwindet. Eines der acht übrigen gemeinschaftlichen Werthepaare bestimmt 
unser Ideal. 
Setzen wir nun 


ce = ty, 
so werden (40.) und (41.) nach Abscheidung von y° und y 
42. 2 — (Hr +HHD)y+2t = 0, 
(43. 22P HH) —(10t+1)y+t+2 = 0. 


Die Elimination von y nach der bekannten Regel liefert die Gleichung 
zehnten Grades | 
FA0OH-D—-(2rFHH-DF+rF+HH+HDIE+F+t4+-D(+2)—21(10+1)] 

= 2[P(t+2)—- 2:2 -Ht+-1)]', 


von der 1 eine Doppelwurzel sein muss. Man erhält zuerst 
2" + SP + TI —60P+ 146 — 18-42 —Ar+5+2 = 0 

und, nachdem der Factor (t—1)’ abgelöst ist, 

(44) 2P+12 +2 + -STE-2IEP HEN 2 EPDM =0. 
Nun ist 2(f) für sehr grosse und sehr kleine Werthe von £ positiv, für den 
Werth 1 aber negativ, gleich —50. Andererseits begegnen wir in der 
eihe der ÜCoeffieienten nur an zwei Stellen Zeichenwechseln, so dass (44.) 
genau zwei positive Wurzeln besitzt. Eine von ihnen, #,, liegt oberhalb 
l. Setzen wir diesen Werth in (42.) und (43.) ein und berechnen den 
zugehörigen Werth von y, y, aus ihnen, so ist für das Ideal, dessen Existenz 
unzweideutig feststeht. 


COS =y, cosv=yl. 
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Ausserdem sehen wir, dass kein anderes Polyeder P, allen nothwendigen 
Bedingungen genügt. Aus unseren allgemeinen Bemerkungen wissen wir, 
dass das Ideal allseitig convex ist. Diese T'hatsache lässt sich aber auch 
algebraisch leicht nachweisen. Ist der Körper convex, also 


st | 


2<g, 0%D>; 


so erhält man aus 


COSW = (COS; -sin ,C0S% 
die Beziehung 
COSW > COS + sın Y 
y,—2r, +] 0, 


Entnimmt man y, und x, =yıt, aus (42.) und (43.), so folgt nach kurzer 

Zwischenrechnung. dass im Falle allseitiger Convexität für die oberhalb 
o ! 

1 liegende Wurzel f, von (44.) 


41° — 121) +91? — 151? 111? +51 N 
a2 + 5t ht’ +12, +1 
ist. Der Nenner ist unzweifelhaft positiv, aus dem Zähler scheidet der 


positive Factor 4,—t, aus, und die Bedingung wird mithin einfacher 
4, —-8h,+h—14,—3 <N. 

Dies ist sicher erfüllt, denn es ist, wie leicht zu ersehen*). 

2 >t>1 44-8 <V0, H-14,—-3<0. 

Für das ideale P, oder |B,, B;: A,, A,. A;, A,, A;| führen wir als 
Veränderliche die beiden Winkel 
vy-9=-y=y=y=w=05 n=09 

ein; da 


n=G=7>, (08%; = 0089..C08% 


*) (fenauer hat man 


3 


t, = 1,3% 816, v= 59°4053,53", 4, =54'26'33,6", x = 44’14'44,6". 
Für das später zu behandelnde P, ist 
y, = cosg, = 0,660442, g@, = 48°3959,0”, w= 29°31'48,4”, x = 37°1'52,1". 
29” 
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ist, so haben wir durch ihre Angabe P, völlig festgelegt. Wir erhalten 
zuerst die Gleichung 


COSW — COSW COS fs COS W-— COS Y,COSG, 


——— = 008%, = 008% = 608%; = 
sinwsing, A 2 R sin$,sing, 


oder, wenn quadrirt und der Factor cos’w abgesondert wird, 


/ 


f \2/ U I\?/ 2° 
(A1-y)(A-zy) = (l-y)tl-8,), 


(1-zy) = (l+y)(l-e)), 
(45.) 2y+y? = z(1l+2y). 
Hierbei ist wieder 
18°.) y>009, 2=ay, <y<e<mi 
Die Gleichung (23.) wird für unseren Speeialtall 
sin’z 4 sin’wsin’p, sin’g,sing,) 1,1 1 | 1 \ 
sınw | COSWCOS@, COSP,COS@p, Re >  cosw COSPCOS@P, COSQP,COSQ, \ 


setzen wir 
siny = u. . nr 
SINnp, Y1-- cos’, cos’q, 
so folgt nach einigen Zwischenformen die Gleichung: 
(46.)  zildy' +4 —2y—3y)-Bytdy—2y—2) = 0. 
Eliminirt man x’ aus (45.) und (46.), so bekommt man 
(dy!+4y’—2y°—3y)(y’+2y)—(Iy’+4y’—2y—2)(2y+l) = 0 
oder 
4y"+12y— 18’ —by’+by+2 = 0 
oder endlich 
2(y-DgH@y Hy) = 0. 
Das streng nachgewiesene Ideal gehört zu einem y zwischen den Grenzen 
0 und 1. Dasselbe ist also mit der einzigen positiven Wurzel y, der 
Gleichung 
(47.) 2y’+4y’—2y—1l = 0 
identisch, deren zugehöriger Werth x, dann aus (45.) entspringt. Man 
sieht, dass auch hier nur das eine Ideal allen nothwendigen Bedingungen 


genügt. 














E. Kötter, Polyeder, die bei gegebenem Volumen die kleinste Oberfläche besitzen. DU 
Y D geg ZZ 


Um auch algebraisch festzustellen, dass das Polyeder allseitig convex 


ist, benutzen wir die Gleiehung 

ig w 
sin p, 
Das Polyeder ist also allseitig eonvex, wenn 


t 


- 
- 


= 


Y 


7T \ to ww 


<< —, 1> ‚ 1-r(2-y}) 


4 sin, 
ist. Wegen (45.) wird diese Bedingung: 
(1+2y,)—-(2yı+y)2-yı) <N, 
y-Dyitzy—l)<O0. 
Da y, zwischen den Grenzen 4 und 1 liegt, so 
sicher erfüllt. 


ist diese Bedingung 


- 
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Die Punktsysteme auf der Geraden und ihre 
Anwendung zur Erzeugung der algebraischen ebenen 
Curven. 


(Von Herrn Robert Schumacher in Augsburg.) 


Der Zweck dieser Abhandlung ist, eine geometrische Methode dar- 
zulegen, welehe in ihrem Grunde frei von Sätzen, die nur rechnerisch 
erwiesen sind, alle der Geometrie der Lage zugehörigen Fragen zu behandeln 
im Stande wäre. 

Nachdem die Arbeit bei diesem Journale eingereicht war, ist die von 
der Berliner Akademie im Jahre 1886 preisgekrönte Schrift*) von Herrn 
Kötter: „Grundzüge einer rein geometrischen Theorie der algebraischen 
ebenen Uurven“ im Drucke erschienen. Dieselbe giebt zum Zwecke einer 
seometrischen Curventheorie im Grunde die nämliche Methode wie die. welche 
hier dargelegt werden soll, jedoch in anderer Entwickelung. Herr Kötter 
seht nämlich von der kKepräsentation der imaginären Elemente eines ein- 
fürmigen Gebildes durch die Punkte einer Ebene aus und erzeugt die Invo- 
Iutionen durch Reihen von projectivischen Beziehungen. Die Involutionen 
vereinigen sich zu Systemen, „Involutionsnetzen“. Durch „projeetivische‘ 
Beziehung einstufiger Netze von Involutionen werden die Involutionen 
höheren Ranges abgeleitet, welche analytisch durch algebraische Gleichungen 
der Form f(z,y) = 0 mit dem Parameter y dargestellt werden. 

In der vorliegenden Abhandlung bilden die Elemente der Methode 
Regeln, durch welche zu irgend »—1 Punkten einer Geraden ein »ter Punkt 
bestimmt wird. Diese Regeln werden durch (»—1)-dimensionale Reihen 
von (sruppen aus » Punkten (von denen auch beliebig viele zusammenfallen 

") Abhandl. der Kgl. Akademie der Wissensch. zu Berlin vom Jahre 1557. Diese 
Abhandlung geht in der Anwendung der hier vorgeführten Methode viel weiter, als die 
vorliegende. Dem Verfasser war bis nach Einreichung seiner Arbeit die Stellung der 
betreffenden Preisfrage unbekannt gewesen. 
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können) vorgestellt (Involutionsnetze). Die Gesammtheit der Gruppen von 
je » (reellen) Punkten einer Geraden oder vielmehr der Regeln, welche zu 
»a—1 Punkten den »ten Punkt bestimmen, bildet das »-Punktesystem der 
Geraden. Die Regeln verbinden sich zu einfachen Vereinen verschiedener 
Stufe. Ein Verein (a—1)-ter Stufe im Falle des »-Punktesystems liefert einen 
neuen Begriff von „Gruppe des »-Punktesystems“ als des hesultates der 
durch den Verein dargestellten Operationen (alle hier vorkommenden Opera- 
tionsregeln gehen nur auf die Bestimmung von Punkten aus); eine solche 
Gruppe kann weniger als » Punkte enthalten. Eine Reihe solcher Vereine 
von Operationen giebt als Resultat die gewöhnliche Involution erster Stufe. 

Die Herleitung der Regeln, welche durch (»a—1)-dimensionale Reihen 
vorgestellt werden, geschieht mittelst der (»a—2)-stufigen Reihen des (n—1)- 
Punktesystems. Den vollständigen Gruppen desselben (welche je a—1 Punkte 
enthalten) wird ein und derselbe Punkt des geraden Trägers beigesellt. Man 
erhält so eine specielle Regel, welche zu je »—1 Punkten immer denselben 
Punkt bestimmt. Es giebt eine Schaar von einfach unendlich vielen singu- 
lären Reihen, welche derartige specielle Regeln repräsentiren. Eine allgemeine 
(rn —1)-dimensionale Reihe ist durch ihre Beziehung zu dieser Schaar bestimmt. 

Charakteristisch für die Handhabung der vorgestellten Methode in 
dieser Abhandlung ist die Rolle, welche die Schaar der singulären Reihen 
spielt. Aus den speciellen Reihen wird die allgemeine Reihe abgeleitet. 
Jedes der Geometrie der Lage angehörige Problem führt auf eine Frage 
nach dem Verhalten der singulären Reihen im behandelten Falle. Die 
heihen bilden nämlich die Elemente der Methode. Die hesultate der Ope- 
rationen sind Punkte. Die speciellen Reihen stehen aber je mit einem Punkte 
in Zusammenhang und sind somit die unmittelbaren Quellen der Resultate. 

Die Aufgabe zweiten Grades in der Geometrie führt auf die Frage 
nach den gemeinsamen Punkten zweier in einander liegenden projeetiven 
Punktreihen; die Aufgabe dritten Grades führt auf die Frage nach den ge- 
meinsamen Punkten in einander liegender collinearer Punktfelder:; die Aufgabe 
vierten Grades führt auf collineare räumliche Systeme. Auf der geraden Linie 
wird das Punktfeld durch das Zweipunktesystem und das räumliche System 
durch das Dreipunktesystem vertreten. Den Raum von x Dimensionen ver- 
tritt das »-Punktesystem mit seinen Elementen, den (»—1)-dimensionalen 
Reihen, welche zu den Involutionen zweiten Grades die eigentlichen Analoga 
bilden. Eine Aufgabe »ten Grades führt so auf die Betrachtung zweier in 
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gewisser Beziehung zu einander stehenden »-Punktesysteme mit demselben 
Träger. 

Die Normeurven”) zter Ordnung im »-dimensionalen Raume haben 
die Eigenschaft, dass sie zur Bestimmung der Lage der Gebilde des Raumes 
dienen können. Irgend » Punkte der Curve bestimmen einen (»—1)-dimen- 
sionalen Raum eindeutig, und umgekehrt bestimmt ein solcher Raum in der 
analytischen Ausdrucksweise » Punkte der Curve. Das zur Normeurve 
veciproke Gebilde, „der Normbüschel“, dient zur Lagenbestimmung der Punkte 
im »-dimensionalen Raume. Während in diesem Raume alle Normbüschel 
gleichberechtigt erscheinen, ist im »-Punktesystem unter den Büscheln von 
teihen, welche diesen Normbüscheln entsprechen, einer ausgezeichnet, 
nämlich der der singulären Reihen. Dieser Umstand fordert dazu auf, die 
Betrachtung des »-Punketsystems an diesen Büschel zu heften. — Durch 
Beziehungen von »-Punktesystemen, welche der collinearen oder reciproken 
Verwandtschaft räumlicher Systeme (»ter Stufe) entsprechen, wird die Unter- 
suchung der Aggregate des »-Punktesystems, welche den Normbüscheln 
bezw. Normeurven analog sind, auf die Untersuchung des Büschels der 
singulären Reihen geführt. Es gestaltet sich, wie sich zeigen wird, diese 
Untersuchung sehr einfach, indem die Eigenschaften dieses Büschels schon an 
der passend gewählten Bezeichnung abgelesen werden können. Die den 
Normeurven entsprechenden Gruppenaggregate sind die Involutionen höheren 
Ranges; sie heissen in dieser Abhandlung „Ketten“**). Unter den Ketten 
wird eine Art besonders hervorgehoben werden, die „Normalketten‘“, welche 
hier die Rolle der Gleichung »ten Grades mit zwei Unbekannten (wovon 
eine einen Parameter darstellt) spielt. Soweit die Skizzirung der ange- 
kündigten Methode. 

Um die Brauchbarkeit der Methode darzuthun, wird versucht, eine 
synthetische Definition der algebraischen ebenen Curven abzuleiten. Dieselbe 
ist analog der in der analytischen Geometrie gegebenen Bestimmung der 
algebraischen Curve mittelst einer Beziehung zwischen den Coordinaten 
ihrer Punkte; zu jeder Geraden eines Systems von Geraden durch einen 


*) Es sind dies rationale Curven „ter Ordnung, die keinem Raume von n—1 
Dimensionen angehören. S. Franz Meyer „Apolarität und rationale Curven“. 

**) Es war nicht mehr möglich, an Stelle dieser Bezeichnung, welcher in der syn- 
thetischen Geometrie schon ein anderer Sinn zukommt, eine andere zu setzen. In der 
Kötterschen Schrift ist die Bezeichnung „Kette“ im geläufigen Sinne genemmen. 


Bw 
.w 
ow 
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Punkt (unendlich fernen) wird durch reehnerische Operationen eine Anzahl 
von Geraden eines anderen solchen Systemes zugeordnet. Die fundamen- 
talen Eigenschaften der Curven sollen hier mittelst der neuen Methode 
soweit bewiesen werden, als es nöthige ist, um die Deckung des hier 
gegebenen Begriffs der Curve »ter Ordnung mit dem von der analytischen 
Geometrie gegebenen darzuthun. | 

jei der Verschiedenheit in der Auffassung und Herleitung der Methode 
glaubt der Verfasser, dass diese Schrift auch nach Erscheinen der Köftter- 
schen noch von Interesse sei. 

Nach dem Plane der Abhandlung wird zuerst das Dreipunktesvstem 
aus dem Zweipunktesystem abgeleitet: dann wird der Weg angegeben, wie 
aus einem beliebigen Punktsystem das nächst höhere herzuleiten sei. Hierauf 
folgt die Untersuchung der Reihen verschiedener Stufe und der Ag: 


y’ 
| 


reorate, 
welche dem Normbüschel und der Normeurve entsprechen, es sind dies 
„Band“ und „Kette“: besonders betrachtet wird die Kette der Gruppen, 
welche nur aus einem Punkte bestehend für vollzählige gelten. Soweit 
die Entwiekelung der Methode. Nach der Abhandlung der Punktcorrespon- 
denzen und der Normalkette folgt die Anwendung der Methode zur Erzeu- 
gung der algebraischen Curven. Die Erzeugung geschieht mittelst einer Be- 
ziehung zweier Strahlenbüschel. Es wird für den Kegelschnitt und die Curve 
dritten Grades gesondert bewiesen, dass zwei beliebige Punkte der Ebene 
an Stelle der Oentra dieser Büschel treten können. Hieran schliesst sich 
der Beweis des allgemeinen Falles. Auf die Definition von Uurvenbüschel 
und Curvenbündel folgt der Satz über die Mannigfaltigkeit der hier definirten 
Curve »ten Grades, welcher die Deckung des Begriffs derselben mit dem 


in der analytischen Geometrie gegebenen erweist. 


Zusammenstellung der wichtigsten im Folgenden angewandten Bez: 

S" = n-Punktesystem. 

Y,n-ı bedeutet die allgemeine (»—1)-dimensionale Reihe des n- 
Punktesystems, 

R,.„_, ein einzelnes Individuum. 

n.ı die singuläre Reihe, deren Gruppen den Punkt P°, das Haupt 
der Reihe, gemein haben. 

Da: bezeichnet ein Bündel Ater Stufe von Reihen r,,_, und 

B,,;, ein einzelnes Individuum. 


Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 3. 30 
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I sei die allgemeine Gruppenreihe Ater Stufe, R,, eine einzelne 
Reihe, 

si” eine singuläre Reihe, deren Gruppen die Punkte P“, P’, P’,... 

gemein haben und 

ein einzelnes Individuum. 


r 

PS 
E: 
u 


Das Dreipunktesystem. 
sl. 

Die Gruppen von je zwei Punkten auf einer Geraden bilden eine 
Mannigfaltigkeit von der zweiten Dimension. Wie die Punkte einer Ebene 
sich zu Geraden verbinden, so vereinigen sich die Gruppen von zwei 
Punkten zu linearen Reihen r,, — Involutionen zweiten Grades *). 

Dureh die Tlangenten eines Kegelschnitts A, welcher eine Gerade @ 
berührt, werden die Punkte der Ebene E von %k den Gruppen von zwei 
Punkten auf @ eindeutig zugeordnet. Einem Punkte von E gehört die 
(Gruppe der Schnittpunkte der durch ihn gehenden Tangenten mit @ zu: 
einem Paar von Punkten auf @ entspricht der Schnittpunkt ihrer Tlangenten an 
k (ausserhalb @). Den Punkten einer Geraden entsprechen die Punktepaare 
einer Involution. Dem Büschel von Geraden durch einen Punkt entspricht 
ein „echter“ oder „unechter“ Büschel erster Ordnung von Involutionen **), 
je nachdem der Punkt ausserhalb oder innerhalb von % liegt. — Einer 
Tangente entsprieht eine singuläre Reihe s/,, deren Gruppen einen Punkt 
P’ gemein haben; P” heisse das Haupt von s;\. 

Die Gesammtheit der Reihen r,, bildet das Zweipunktesystem 5° von 
@G. Die r,, verhalten sich unter einander wie die Geraden einer Ebene. 
Durch zwei Gruppen ist eine r,, bestimmt. Zwei r,, haben eine oder keine 
Gruppe mit einander gemein. Eine s’, hat mit jeder r,, eine Gruppe gemein. 
Eine Reihe von Gruppen befindet sich zu einer anderen heihe in einem 
projeetivischen oder perspectivischen Verhältniss, wenn die ihnen in E ent- 


") 0. Hesse „Ein Uebertragungsprineip“. Dieses Journal Bd. 66. 
‘*) Die Vereinigung der Involutionen zu Büscheln ist von der Wahl des Kegel- 
schnittes % unabhängig, wie leicht ersichtlich ist, wenn man zwei Tangenten an % mittelst 


des einem Büschel von Involutionen entsprechenden Geradenbüschels perspeetivisch auf 


einander bezieht. 
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sprechenden Punktreihen projeetivisch oder perspectivisch liegen. — Die 
Reihe der Gruppen aus je zwei zusammenfallenden Punkten heisse die 
Hauptreihe des Zweipunktesystems; sie hat mit einer r,, höchstens zwei 
(sruppen gemein. 

In einer eollinearen Verwandtschaft von S’ zu dem Zweipunktesvstem 
S,; einer anderen Geraden entspricht jeder r,, von S’ eine Reihe r,, von 
S;, und jedem Büschel erster Ordnung von r,, ein Büschel von r,. Die 
collineare Verwandtschaft ist durch die Zuordnung von vier Reihen r,, bezw. 
Gruppen von S, bestimmt. In einer reciproken Verwandtschaft von S’ zu 
S, entspricht einer Gruppe von S° eine Reihe r,, von $8;, und den Gruppen 
einer r,, entsprechen die r,, eines Büschels. Die Möglichkeit einer colli- 
nearen oder receiproken Verwandtschaft geht aus obiger Beziehung von 
S’ auf E hervor. 


N 2. 


Die Punkte der Geraden @ lassen sich zu dreien zu Gruppen von 
einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit vereinigen. 

Definition: 1) Eine Reihe von Gruppen zu drei Punkten, in welcher 
es immer eine und nur eine Gruppe giebt. die irgend zwei Punkte enthält, 
ist eine zweidimensionale Reihe, die im allgemeinen Falle mit r,, bezeichnet 
werde. Enthalten alle ihre Gruppen denselben Punkt P’, so heisse P’ das 
Haupt der „singulären Reihe s,“. 

2) In einer eindimensionalen Reihe ist zu jedem Punkte im All- 
gemeinen eine und nur eine Gruppe (oder „Missgruppe“, je nachdem die- 
selbe aus drei Punkten oder nur einem besteht) gegeben, welche ihn ent- 
hält. Die allgemeine Bezeichnung für eine solche Reihe sei r,.. Enthalten 
alle Gruppen der heihe denselben Punkt P’, so heisse die singuläre Reihe 
s;,;, mit dem Haupte P’. In der Reihe s/” haben alle Gruppen die Punkte 
P“ und P’ gemein. 

Nimmt man zu jeder Gruppe des Zweipunktesystems von @ den 
Punkt P’ hinzu, so erhält man nach der Definition eine singuläre zwei- 
dimensionale Reihe s;,. Eine r,, geht hierbei in eine singuläre Reihe 
s,;;, über: r,, heisse die Grundreihe von s/,. Zwei Reihen s/, und s’, haben 
nur die Gruppen der singulären Reihe sj? gemein: s/’ hat zwei Grund- 
reihen s’;, und si, je nachdem sie als Reihe von s;, oder si, aufgefasst 
wird. Drei Reihen s;,, s;, und s;, haben nur die Gruppe (P’P’P ) gemein. 


Od n1} 
DU 
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Eine Reihe s/, hat mit $, nur die Gruppe gemein, welche aus P“, P’ und 
dem in der Grundreihe von 8, zu P“ gehörigen Punkt besteht. 

Satz: Haben die Reihen S;,,, S;, und S;, jede mit der anderen eine 
verschiedene Gruppe gemein, so enthält irgend eine Reihe S,,, welche mit 


S,, und S;,, je eine Gruppe gemein hat, auch eine Gruppe von S;.. 





Beweis. Die Reihe s;, enthalte von S;, die Gruppe /3 und von 
S;, die Gruppe 7/3. Durch den Büschel (7/7) der Reihen s;,, welche die 


Rh TE 


(sruppe /% gemein haben, ist jeder Gruppe von s;, die Gruppe von s;/ zu- 
geordnet, welche mit ihr in derselben Reihe von (73) enthalten ist; gleicher- | 


weise werden durch den Büschel (7/5) die Gruppen von s, den Gruppen 


von s;; eindeutig zugeordnet. Hierdurch ist jeder Gruppe von s;/ eine Gruppe 
von s;; zugewiesen. 

Die Grundreihen einer s{” befinden sich in einem projeetivischen 
Verhältniss, wenn jeder Gruppe der einen Grundreihe diejenige der anderen 
zugeordnet wird, welche mit ihr zu derselben Gruppe von s3;‘ gehört. Hieraus 
tolgt: Durch die Büschel (7/7) und (75) bezw. die Büschel ihrer Grundreihen 


ee ee eg 


sind die Grundreihen von s;, Ss; und s/; so projeetivisch auf einander 


bezogen, dass diejenigen Gruppen einander entsprechen, welche zu einander 


01 a 


zugewiesenen Gruppen von s3,, 8 und s;; gehören. Die gemeinschaftliche 


a RE 


(Gruppe der letzteren Reihen (P'FP'P‘“) ist in der Beziehung derselben 
auf einander sich selbst zugeordnet. Daher ist s;,, die Grundreihe von s;’, so 





auf s,, die Grundreihe von s;/, projeetivisch bezogen, dass (P'P') sich selbst 
entspricht. Die Vereinigungsreihen r,, entsprechender Gruppen in dieser 
Beziehung bilden daher einen echten Büschel erster Ordnung; denn dem- 
selben gehört die Keihe s;, an, da s;/ entsprechende Gruppen von s;' und 
s;; vereinigt. Hieraus folgt, indem man die r,, dieses Büschels mit P* ver- 
bindet, dass die Verbindungsreihen s;, zugeordneter Gruppen von s;, und 
s;; alle eine Gruppe / gemein haben, also einen Büschel (77) bilden. 
Auf dieselbe Art erhält man zu irgend einer anderen Reihe s;, einen 
Büschel (7/7), dessen Reihen Gruppen von s;/ und sy; vereinigen, welche 


WIN 


dureh (/Y) und (77) einander zugeordnet sind. Die Gruppen von ss; sind 


1 


den Gruppen von s;; und die von s;; denen von s;; eindeutig zugeordnet, | 
und hiermit ist jeder Reihe von (2) eine keihe von (77) zugewiesen. 
I) und (1) geben eine eindeutige Beziehung der Reihe s/? auf sich 
selbst. Hierbei sind die Gruppen (P’P"P’), (P*P’P’) und (P°P’P') sich 


selbst zugeordnet. In dem hierdurch gegebenen projeetivischen Verhältniss 
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der Grundreihen s?, und s’, von s5/ entsprechen also den Gruppen (PP 

(P'’P°), (P'P°) von s?, die Gruppen, welche mit diesen je in einer Gruppe 
von s;j enthalten sind. Da nun durch drei Zuordnungen eine projeetivische 
Beziehung bestimmt ist, so entspricht in der Beziehung von sjj auf sich 
selbst jede Gruppe sich selbst, d. h. jede Reihe s; 


5, von (Z%) hat mit der 
entsprechenden s;, von (/5) eine Gruppe gemein. Hiermit ist der an die 


Spitze gestellte Satz bewiesen. (Zwei entsprechende Reihen von (7) bezw. 


(17) haben nämlich je eine Gruppe mit derselben Reihe von (7%) gemein.) 
S 3. 


Die Gruppen aller Reihen s,. welche von zwei Reihen S,, und 
3;; mit gemeinschaftlicher Gruppe je eine Gruppe enthalten, bilden eine 
zweidimensionale Reihe r,; an die Stelle von $S5, und $;, können nach dem 
Vorigen irgend zwei andere Reihen s;,, von r, treten. In jeder Reihe s/, ist 


> 


eine solche s;, enthalten, da si, mit S;, und S;, je eine Gruppe gemein 
hat. Jede s‘‘ enthält eine Gruppe von r,, nämlich die, welche den in 
s; und s;, enthaltenen zu r, gehörigen heihen s/ und s;, gemeinsam ist. 
Durch irgend zwei Punkte P* und P’ ist daher eine und nur eine Gruppe 


von r„, gegeben, welche sie enthält; dies ist die gemeinsame Gruppe von 


r„» und s#’. Die Gesammtheit der zweidimensionalen Dreipunktereihen r; 
bildet das „Dreipunktesystem“ S’ der Geraden @. 

Ein Büschel von Reihen s;,, welcher aus einem Büschel erster 
Ordnung von r,, hervorgeht, begründet mit einem analogen Büschel von 
Reihen s;, einen Büschel /;, von r;. Aus $2 folgt: Jede s/, hat mit dem 
Büschel 55, einen Büschel von s/; gemein, der sich auf einen Büschel erster 


Ordnung von r,, gründet. Die gemeinsamen Gruppen zweier /;, 


»i 


angehörigen 


r;, bilden eine eindimensionale Dreipunktereihe r,,, welche in jeder r, des 
Büschels enthalten ist. Jeder Punkt P“ von @ ist in einer und nur eineı 


Gruppe von r,, enthalten; diese besteht aus drei Punkten oder nur einem, 


je nachdem s5, mit /,, einen Büschel 5’ von s/, gemein hat, der sich auf 


einen echten oder unechten Büschel von r;, gründet. — Man erkennt sofort: 
Eine r,, ist durch zwei Gruppen bestimmt: zwei r,, welche eine Gruppe 
semein haben, sind in einer r;,, enthalten. (Um dies einzusehen, wählt man 
die Gruppe in der Reihe s;,). 

Durch eine collineare Beziehung des Zweipunktesystems S° auf sich 
selbst, in welcher jeder Gruppe (P'P’) (P’ bedeute einen veränderlichen 
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Punkt) von s}, die Gruppe (P'P*) von s!, zugeordnet wird, ist eine „colli- 
neare“ Verwandtschaft zwischen s;, und s;, hergestellt, d. h. jeder Reihe 
s;, ist eine Reihe s;, und jedem Büschel 5) von s;, ein Büschel 5b, von 
s,, zugeordnet. Entsprechende Reihen haben mit 35, dieselbe Gruppe gemein. 
Irgend zwei entsprechende Reihen geben daher Grund zu einer r.. Die 
(Gesammtheit aller solcher r,, bilden ein „Bündel 33“. — Durch drei r;, ist 
ein Bündel bestimmt: denn durch die Zuordnung ihrer in s;, enthaltenen 
eihen zu den in s}, gehörigen ist eine collineare Verwandtschaft, wie die 
beschriebene, bestimmt. Durch ein Bündel PA, und einen Büschel 5;, 
von Reihen r, ist eine r, gegeben, welche beiden angehört. BD, habe 
mit s;, und s;, die Büschel B} resp. B) von Reihen s;, gemein. Entspricht 
in der Verwandtschaft von s;, zu s}, welche B, zu Grunde liegt, dem 
Büschel B} der Büschel B/, dann gehört die Reihe s;,, welche B, und 
3) gemeinsam ist, der gesuchten r, an. — Da die einem Bündel /, zu 
Grunde liegende Verwandtschaft durch die Zuordnung einer s;, zu einer 
s;; und eines Büschels 5) zu einem Büschel 5} bestimmt ist, so ist 5, durch 
eine r, und einen Büschel /;, gegeben. Zwei Bündel 5, haben einen 
Büschel ?,, gemein. (Dies folgt aus der Verbindung der zwei letzten Sätze). 
Hieraus: Drei Bündel 9, haben eine r, gemein. — Ein Bündel /, enthält 
eine oder drei singuläre Reihen s,. Denn durch die eollineare Verwandt- 
schaft von s;, zu s3», welehe 5, zu Grunde liegt, und durch diejenige, in 
welcher zwei Reihen s;, und s;, mit derselben Grundreihe einander zuge- 
ordnet sind, ist s;, eollinear auf sich selbst bezogen. „Jede sich selbst 
zugeordnete Reihe ist, wie man leicht sieht, eine Reihe sy}. — Gehören zu 
dem Bündel /, drei Reihen s,, so haben alle r, von /, eine Gruppe 
gemein. Enthält 5, nur die Reihe s;,, so haben alle zu /, gehörigen 
Büschel /;, denselben Büschel b} von s/, gemein. 

Definition: Zwei Bündel /;, sind collinear resp. reciprok verwandt, 
wenn die beiden Systeme von Reihen s/,, welche ihre Reihen r;, mit 
s;, gemein haben, collinear resp. reciprok verwandt sind: zwei eollineare 
sündel >, bestimmen in jeder s;, zwei collineare Systeme von s;. (Dies 
folgt leicht aus dem Bisherigen). 

Zwei Bündel /?;,, die einander so zugeordnet sind, dass je zwei Reihen 
r; einander entsprechen, welche mit einer festen Reihe AR, zu einem 
Büschel /;, gehören, sind eollinear verwandt. Da nämlich ein Büschel 
P mit einem Bündel /, im Allgemeinen nur eine Reihe r,, gemein hat, 
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und da die Reihen s;,, und s;, dieselben Eigenschaften wie die r,, und r,, be- 
sitzen, so ist durch jene Zuordnung zu jeder Reihe r,, des einen Bündels nur 
eine des anderen bestimmt, damit ist auch jeder s/, nur eine s/, zugeordnet. 
Ebenso ist einem Büschel 5b’ von s;, ein anderer Büschel von s/, zugewiesen. 

Hieraus folgt: Die Reihen r,, des Dreipunktesystems S’ haben die- 
selben Eigenschaften unter einander wie die Ebenen des Raumes. Wie 
eine collineare Verwandtschaft von zwei räumlichen Systemen durch die 
Zuordnung von fünf Ebenen zu fünf anderen Ebenen bestimmt ist, so ist 
auch eine eollineare Verwandtschaft zwischen dem Dreipunktesystem S° einer 
Geraden @ und demjenigen S; einer Geraden @ durch die Zuordnung von 
fünf Reihen r,, von S, zu fünf Reihen r,, von S; geeeben. Unter eolli- 
nearer Verwandtschaft von S, zu S, verstehen wir eine Beziehune, in 
welcher jeder Reihe r,, von S, eine r, von S, und jedem Büschel /,, von 
r,„, ein Büschel 5; von r;, zugeordnet ist. Analog verhält es sich mit einer 
reeiproken Verwandtschaft zweier Dreipunktesysteme. Das Dreipunkte- 
system S°’ kann auf den Raum collinear bezogen werden, so dass jeder r; 
eine Ebene und jedem /, ein Punkt entspricht. Dem Büschel der singu- 
lären Reihen s, entspricht ein Ebenenbüschel E, dritter Ordnung; denn in 
der eollinearen Verwandtschaft von s;, zu s;,, in welcher jeder Reihe s!, die 
eihe s;, mit derselben Grundreihe »,, entspricht, sind irgend zwei Reihen 
s;; und s;;, welche derselben s;; angehören, einander zugeordnet. 

Die Reihe A, der Gruppen, welche aus drei zusammenfallenden 
Punkten von @ besteht, entspricht der Curve dritter Ordnung, deren Oseu- 
lationsebenen den Biüschel E, bilden. Denn die Reihen s/’ in s/, bilden 
einen Büschel, welchem in der Beziehung auf den Raum der Büschel der 
Tangenten eines Kegelschnittes entspricht. Den Punkten dieses Kegel- 
schnittes entspricht eine Reihe, welche aus der Hauptreihe von 8° ver- 
bunden mit dem Punkte P* besteht. Der Reihe s}‘ entspricht im Raume 
eine Axe von E,, durch welche nur eine Ebene von E, geht, dem Punkte 
P’ als Gruppe der Berührungspunkt dieser Axe mit der Curve dritter Ord- 
nung. H, heisse die Hauptreihe von S’. — Wie eine Involution zweiten 
Grades zwei Ordnungspunkte besitzt, so hat eine zweidimensionale Drei- 
punktereihe drei Gruppen, welche aus je drei zusammenfallenden Punkten 
bestehen, oder drei „Ordnungspunkte“. 

Die Gruppen des Dreipunktesystems S’ einer Geraden @ können 
mittelst der Ebenen eines Büschels E, dritter Ordnung, wovon @ eine eigent- 
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liche Axe ist, eindeutig den Punkten des Raumes zugeordnet werden. 
Jedem Punkte des Raumes ist die Gruppe der Schnittpunkte von @ mit 
den drei durch ihn gehenden Ebenen von E, zugeordnet; und umgekehrt 
gehört zu einer Gruppe von drei Punkten auf @ der Schnittpunkt der drei 
Ebenen von E;,,. welche von jedem derselben ausgehen und @ nicht ent- 
halten. In einer durch @ gehenden Ebene von E, schneiden die Ebenen 
von E, die Tangenten eines Kegelschnittes an @ aus. Den Punkten 
einer Ebene e* von E, mit dem Schnitt P* auf @ sind die Gruppen des 
/Zweipunktesystems von @ je verbunden mit P* auf diese Weise zugeordnet. 
Einer Geraden von &* entspricht eine Involution zweiten Grades verbunden 
mit P°, d.h. eine Reihe sj. Den Schnittgeraden einer beliebigen Ebene 
mit den Ebenen von E, entspricht ein System von s;,, von denen jede von 
der andern eine Gruppe enthält, welche also eine r,, bilden. (@ darf auch 
eine uneigentliche Axe sein, da die Ebenen von E, auf den Axen projeec- 
tivische Punktreihen ausschneiden). 


Das „-Punktesystem'”). 
s4. 

Auf analoge Weise, wie aus dem Zweipunktesystem einer Geraden 
G ihr Dreipunktesystem hervorgeht, entwickelt sich aus dem letzteren das 
Vierpunktesystem. Durch fortgesetztes analoges Verfahren gelangt man zu 
einem 4-Punktesystem, dessen Gruppen die beliebig gewählte Anzahl k von 
Punkten enthalten. Im Folgenden soll gezeigt werden, wie man allgemein 
aus dem (»a—1)-Punktesystem S""' das »-Punktesystem S” erhält. Hierbei 
setzen wir, von der Analogie des Dreipunktesystems ausgehend, für alle 
k-Punktesysteme $’, für welche %<Z oder =» ist, Eigenschaften voraus, 
welche Funetionen von %k sind. Es wird dann gezeigt, dass die Eigen- 
schaften des auf S"" gegründeten Systems S” dieselben sind, wie sie sich 
aus diesen Functionen für k=n ergeben. 


Voraussetzungen. 
I. Durch das k-Punktesystem S” sind die Punkte der Geraden @ zu 
Gruppen von je k vereinigt. Die Gruppen wieder vereinigen sich zu (k—1) 


*) Zu dem Folgenden vgl. die oben angeführte Abhandlung von Kötter, p. 110 u. f. 
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dimensionalen %-Punktereihen r,,_,; jeder Reihe r,,_, gehört eine und nur 
eine Gruppe an, die irgend »—1 gegebene Punkte enthält. Die Reihen 
r.._' bilden eine Mannigfaltigkeit von k Dimensionen. 

ll. Unter den r,._, finden sich „singuläre Reihen“ s/,_,. deren 
Gruppen einen Punkt P’ gemein haben: P’” heisst das Haupt der Reihe. 
Jeder Punkt ist das Haupt einer s,,_.. 

II. Irgend zwei Reihen r,,_, bestimmen einen und nur einen sie 
enthaltenden Büschel /,, von einfach unendlich vielen Reihen r,,_,.. Durch 
irgend eine den Reihen von /,, nicht gemeinsame Gruppe ist eine Reihe 
von /, bestimmt. Alle Gruppen, welche irgend zwei r,,_, von ?,, gemein 
haben, gehören jeder Reihe des Büschels an. 

IV. Drei Reihen r;,_,. die nicht demselben Büschel /,, angehören, 
bestimmen ein Bündel /, (das einzige, das sie enthält.) von zweifach 
unendlich vielen Reihen r,,_.. Die Reihen eines jeden Bündels /,, lassen 
sich derartig eindeutig den Punkten eines ebenen Systems zuordnen, dass 
jeder Reihe ein Punkt und jedem Büschel 7,, von Reihen eine Punktreihe 
entspricht und umgekehrt. 

Folgerungen. 

1. Jeder Büschel /,,. welcher von einem Bündel 7, zwei Reihen 
enthält. gehört demselben an. Zwei /,. deren Reihen r,,_, demselben 
angehören, haben eine Keihe gemein und umgekehrt. Die Gruppen, welche 
drei nicht zu demselben Büschel /,, gehörige r,,_, gemein haben, gehören 
allen Reihen des durch sie bestimmten Bündels ?, an. Hieraus folgt: Die 
Reihen r,,_, eines Bündels /,, welche eine beliebige Gruppe gemein haben, 
bilden einen Büschel /;,,: derselbe wird durch die zwei Reihen bestimmt, 
welche unter den Reihen zweier beliebig gewählter Büschel >,, von /,, die 


Gruppe enthalten (IL). — Durch zwei Gruppen ist im Allgemeinen eine 
r,._ bestimmt, welche einem gegebenen Bündel /,, angehört. 


2. Durch 4+1 beliebige Reihen r;,_, ist im Allgemeinen ein und 
nur ein Bündel Ater Stufe /,, (von 4-fach unendlich vielen r,,_,) bestimmt: 
demselben gehören die Reihen aller Büschel ?,, an, welche irgend zwei 
seiner Reihen enthalten. 

Beweis: Nehmen wir den Satz im Falle = u als richtig an, so 
bestimmt die in einem Bündel P,, nicht enthaltene Reihe A,,_, mit allen 
leihen von B,„ Büschel />,,, deren Reihen ein Bündel («--l)ter Stute 
B,.., bilden. Alle Büschel ?,. welche durch R,,_, und die Reihen eines 
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Büschels /, von B,, bestimmt sind, machen ein Bündel 5, aus. Da 
ein solches Bündel /, die Reihen eines jeden Biüschels enthält, welchem 
irgend zwei seiner Reihen angehören, so ist dies auch mit B,... der Fall. 
Da der Satz für 4=2 giltig ist, so gilt er allgemein. Aus dem Satze 
folgt ohne weiteres: ein Bündel /,, enthält jedes Bündel ,,, welcher o+1 
nieht zu demselben Bündel ?,,-ı gehörige Reihen r,,_, von ?,, enthält. — 
Zu der im Beweise angegebenen Erzeugung von B,.;., kann jedes in 
P,u;, enthaltene Bündel /,, und jede nicht zu /,. gehörige r,,_, von 
RB... benutzt werden. 

3. Haben zwei Bündel /,, und P, ein Bündel /,, gemein, so 
sind sie in einem Bündel ?,, von der Stufe = u+o—rv enthalten: /,, ist 
das Bündel von der niedrigsten Stufe, welcher ?>,, und /,, enthält. 

Beweis: Das Bündel #,, habe mit P,, das Bündel B,, gemein. Eine 
nieht zu B,, gehörige Reihe r,,_, von B,, bestimmt mit B,, nach dem 
Vorigen ein Bündel 2,..., welches mit 5,, offenbar nur ein Bündel 
B,,., gemein hat. Von B,..ı gelangt man auf dieselbe Weise zu einem 
Bündel 3,.;., welches mit 5,, ein Bündel D,,,, gemein hat. Setzt man 
das Verfahren fort, bis man ein Bündel ,, erhält, welches B,, selbst 
enthält, so ist 5, das Bündel der niedrigsten Stufe, welches 3,, und B,, 
enthält; 4 ist offenbar gleich «-+0—r. Haben >, und ?,, eine Reihe ge- 
mein, so ist das Bündel der niedrigsten Stufe, welches sie enthält, von der 
Stufe «+9, und wenn /,. und /,, Keine Reihe gemein haben, so ist es 
von der Stufe «u+o-+1. 

4. Zwei Bündel ?,. und 5, haben, wenn 5, das Bündel von der 
niedrigsten Stufe ist, welcher beide enthält, ein Bündel von der Stufe 
0+u—4 gemein; für den Fall o9+u=% enthalten /,, und /,, eine gemein- 
same Reihe. 

5. Die Gesammtheit der Bündel ?,, welche einem Bündel /,, an- 
gehören und ein Bündel /,,. gemein haben, bilden „ein Netz“ (,), von 
der oten Stufe, wobei o=4—u-l. 

6. Ein Netz (P,).; 
enthalten sind, ist im Allgemeinen auf /,, eindeutig be- 


> 


dessen Bündel mit einem Bündel /,, in dem- 


selben Bündel /; 


zogen, indem jede Reihe r,,_, von A, in einem Bündel /,.;, des Netzes 


enthalten ist; die Reihen r,,_, von A, welche einen Büschel /,, bilden, 


sind in den Bündeln /,.;ı eines Bündels />,,.. enthalten. Den Reihen 


Är 


eines Bündels ?>,, von /?,, sind hierdurch die Bündel /,.;, des Netzes zu- 
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ceordnet, welche in einem Bündel /,..,., enthalten sind. Diese Beziehung 
heisse eine „perspectivische“. 

Hieraus folgt: Ein Netz (/,), zweiter Stufe lässt sich so auf ein ebenes 
System beziehen, dass jedem Bündel B,,,, ein Punkt P und jedem B,,;,, 
enthaltenden Bündel /,;,, eine Gerade durch P zugeordnet ist (Vorauss. IV), 

7. Ein Netz (?,), von Bündeln /,,_,, die in einem Bündel ,, ent- 
halten sind, geht aus einem Netz (?,.,),,, das in (5,), enthalten ist, auf 
analoge Weise hervor, wie ein Bündel Pr, AUS einem ihm angehörizen 
Bündel ?,,_ı. 


Beweis: Zwei Bündel /,;_, des Netzes (B,),. dessen Bündel dem 


Bündel B,, angehören, haben nach 4. ein Bündel /,,;_, gemein, bestimmen 
also ein Netz (P,,_,), erster Stufe — „eine Schaar“ —. (B,.,),_, sei in 
dem Netz (B,), enthalten, und B,,_, sei ein nicht zu (R,,,)...ı gehüriges 
Bündel von (B,). P,,-ı bestimmt mit jedem /,,_, von (B,,,),_. eine 


Schaar. Die Bündel ,;_, aller soleher Schaaren machen das Netz (B,, 


aus; denn irgend ein Bündel von (B,), bestimmt mit P,,_, eine Schaar, 


welcher mit (B,.,) 


1). ein Bündel /,,;_, gemeinsam ist (das Bündel 3 


welches den /,,_, der Schaar gemeinsam ist, hat mit PR, das Bündel 


u-+-] 


oO 
B,. gemein, gehört also (No. 3.) mit B,,.. zu einem Bündel ?,;_,). 
Aus dem Bisherigen folgt: Man erhält für ein Netz (?,), analoge 
Kigenschaften wie für ein Bündel ,,. wenn man die Bündel /,,_, an 


Stelle der Reihen r,,_, setzt. 

8. Entsprechen in der Beziehung eines Bündels zweiter Stufe /,. 
auf ein ebenes System (Vorauss. IV) vier Reihen r,,_, bezw. vier Büschel 
P;, vier harmonischen Elementen des Systems, so sind denselben in jeder 
derartigen Beziehung vier harmonische Elemente eines ebenen Systemes 
zugeordnet; sie mögen deshalb vier harmonische Reihen bezw. Büschel heissen. 

Definition: Zwei Bündel /, befinden sich in eollinearer bezw. reeci- 
proker Verwandtschaft, wenn sie nach Art von Vorauss. IV auf zwei colli- 
near bezw. reciprok verwandte ebene Systeme bezogen sind. 

In einer Verwandtschaft zweier Bündel /, entsprechen je vier 
harmonischen Reihen bezw. Büscheln ebenfalls vier harmonische Reihen 
oder Büschel. — Eine eollineare Verwandtschaft zweier Bündel /,, ist dureh 
vier Zuordnungen von je einer Reihe r,,_, des einen zu einer des anderen 
bestimmt. 

Definition: Zwei Büschel /,, sind projeetivisch auf einander bezogen, 
31” 
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wenn je vier harmonischen Reihen des einen immer vier harmonische Reihen 
des anderen entsprechen. — Zwei Büschel /,,, welche einander in einer colli- 
nearen Verwandtschaft zweier /,, entsprechen, stehen in projeetivischem 
Verhältniss. Zwei in einem Bündel /, enthaltene Büschel /, stehen in 
projeetivischem Verhältniss, wenn jede Reihe des einen derjenigen r,,_, des 
anderen zugeordnet ist, welche mit ihr und einer festen Reihe r,,_, von 
9, zu einem Büschel /,, gehören — „perspeetivisches Verhältniss“. — Zwei 
Büschel 5, in projeetivischem Verhältniss befinden sieh in perspeetivischem 
Verhältniss, wenn sie eine sich selbst entsprechende Reihe r,,_, gemein haben. 

Analoge Sätze gelten von dem Netz zweiter Stufe und der Schaar 


j 


von Bündeln (.). 

). Fasst man Bündel und Netz unter dem Begriffe Grundaggregat 
zusammen, und nennt man die in einem Bündel bezw. Netz enthaltenen 
Bündel (bezw. Reihen) der niedrigsten und höchsten Stufe die Elemente des 
gates, so erhält man folgende für Bündel und Netz geltende Definition: 


oo’ nn 
Agegreg 


Zwei Grundaggregate befinden sich in collinearer bezw. receiproker Verwandt- 
schaft, wenn jedem Element des einen ein gleichartiges bezw. ungleichartiges 
Klement entspricht — gleichartig ist z. B. eine heihe und ein Bündel der 
niedrigsten Stufe in einem Netze —, und wenn den Elementen eines Grund- 
aggregates erster Stufe ebenfalls die Elemente eines Grundaggregates erster 
Stufe zugeordnet sind. 

10. Die Verwandtschaft zweier Grundaggregate von der eten Stufe 
ist dureh die Zuordnung von g+2 beliebigen Elementen des einen zu 0+2 
Elementen des anderen bestimmt, wofern keine o-+1 dieser Elemente dem- 
selben Aggregat niedrigerer Stufe angehören. 

Beweis: Da offenbar zwei Grundaggregate in collinearer Verwandt- 
schaft stehen, wenn sie zu einem dritten in reeiproker Verwandtschaft 
stehen, und da sich jedes Netz nach No. 5 collinear auf ein Bündel 
beziehen lässt, so ist der Beweis nur für den Fall der reciproken Verwandt- 
schaft eines Bündels und eines Netzes nöthig. 

Der Satz gilt nach No.8 für den Fall e=2. Wir suchen daher 
zu zeigen, wie aus der Gültigkeit für eine Stufe o die Gültigkeit des 
Satzes für die Stufe e+1 folgt. 

Das Bündel 5;,;, stehe zu dem Netze (B,_,).;. In reciproker Ver- 
wandtschaft. Dem Bündel 5;, sei hierbei das Netz (B,), von (B,_ sr 
zugeordnet (dass in einer solchen Verwandtschaft jedem Bündel niedrigerer 
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Stufe ein Netz derselben Stufe zugeordnet ist, folgt aus der Erzeugung 
eines Bündels bezw. Netzes durch Bündel bezw. Netze niedrigerer Stufe). 
| Den Reihen "R,,_, und 'R,,., von B;,.., welche nicht zu B,, gehören, 
entsprechen die Bündel ’B,,_, und 'B,,_, (Ak=o-+u-+1 No.5). Der dureh 
die beiden Reihen bestimmte Biüschel habe mit b;, die Keihe 'R;,_,, und 
| die durch die beiden Bündel bestimmte Schaar habe mit dem Netz (B,), das 

Bündel °B,,_, gemein. ’R,,_, sei ’B,,;_, zugeordnet. In irgend einer Reihe 
R,,.-ı findet man das entsprechende Bündel B,,_, wie folgt: R,,_, bestimmt 
mit "R,._., und 'AR,,., ein Bündel 5;,, welches mit B;, einen Büschel 
gemein hat; diesem Büschel entspricht in (B,) 


Be ee 


„ eine Schaar, welche mit 
"B,;_\' und 'B,,-, ein Netz (B,,,_,), bestimmt. Durch die Beziehung der 
Schaar auf den Büschel und die Zuordnung von "R,, , und 'R,,_, zu 
"B,;' und 'B,,_, ist eine reciproke Verwandtschaft zwischen B}, und 
(B,-.,.), festeeleet: der Reihe AR,;_, ist hierbei B,,_, zueeordnet. — Ein 
u 7 > > | 


i 


Büschel /,, von B,,;, bestimmt im Allgemeinen mit "R,,_, und 'R,._, je 


ein Bündel 5; jedes dieser /,, hat mit 5,, einen Büschel gemein. Jedem 
derselben entspricht in (B,), eine Schaar; die beiden Schaaren bestimmen, 
die eine mit ”’B,;_,, die andere mit 'B,,_,, zwei Netze zweiter Stufe, welche 
die dem ersten Büschel entsprechende Schaar gemein haben. — Man sieht 
hieraus, dass die Verwandtschaft durch die Beziehung von (R,), auf B;, und 
die Zuordnung von "R;,;-ı. '"R,;_,ı zu "B,,_., 'B,,_, vollständig bestimmt ist. 
Die Beziehung von (B,), zu B,, ist aber nach der Voraussetzung ausser 
der Zuordnung von ’R,,_, zu ’B,,_, noch durch o-+1 Zuordnungen bestimmt. 
Die Verwandtschaft von (B,_,),.ı zu B,,;, ist somit durch o+3 Zuordnungen 
im Allgemeinen bestimmt: man erkennt aus dem Beweise auch leicht, dass 
durch e+3 Zuordnungen im Allgemeinen immer eine solche Verwandtschaft 
gegeben ist. (Die Richtigkeit der im Satze ausgesprochenen Beschränkung 
erkennt man ohne weiteres.) 

11. Die Gruppen, welche +1 ein Bündel /,, bestimmenden 
Reihen r;;_, semeinsam sind, gehören allen r, 
dieser im Falle A= 2 richtige Satz gilt für >, 


hat (dies geht aus der Entstehung von /,; 


von 5, an. — Denn 


1.„, wenn er für /,, Gültiekeit 


‚, aus 2, No. 2 hervor). 


12. Eine Gruppe von k Punkten, welche nicht allen r,, , von 
P,, gemeinsam ist, gehört allen r,._, eines in /, enthaltenen Bündels 
Pi an. — Der Satz gilt für A=2. Ist der Satz richtig für A = u, so 


ist er es auch für = u+1. Denn dann enthält irgend ein Bündel 2,,. 
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welcher in dem Bündel 5,,;, enthalten ist, ein Bündel B,,_,, dessen 
Iteihen alle eine gegebene Gruppe gemein haben. Irgend einem Büschel 
PP, von B,,„;., welcher von B,,_, keine r,,_, enthält (ein solcher Büschel 
wird bestimmt durch eine r,,_,, die nicht zu B,,, und eine r,,_,, die zu 
b,., aber nieht zu B,,_, gehört,) kommt eine r,,_, mit jener Gruppe zu. 
Diese Reihe bestimmt mit B,,_, ein Bündel /,,, dessen Reihen alle die 
gemein haben. Diesem Bündel gehören aber auch alle Reihen 
‚ an, die diese Gruppe enthalten; denn sonst gehörte dieselbe 
«-+-2 das Bündel P,,., bestimmenden Reihen r,,_, an. 

13. „Durch 4 Gruppen von k Punkten ist im Allgemeinen eine sie 


enthaltende Reihe r,,_, bestimmt, welche einem gegebenen Bündel /,, 


(zruppe 
von 5, 


kK.u+ 


angehört.‘ 

Wird die Gültigkeit des Satzes für irgend einen Werth von A ange- 
nommen, so erweist sich der Satz auch für +1 als richtig. Denn ein 
Bündel P,,,, enthält ein Bündel B,,, dessen Reihen eine gegebene Gruppe 
oemein haben. B,, selbst enthält aber im Allgemeinen eine Reihe, welcher 
die übrigen 4 Gruppen angehören (eine Ausnahme tritt ein, wenn einige 
derselben den Reihen r,,_, von B,, gemeinsam sind). Der Satz ist für 
,.=2 gültig. 

14. Da das %-Punktesystem S" in den Reihen r,,._, von einer 
»-dimensionalen Mannigfaltigkeit ist, so muss ein nach der bekannten 
Weise (No. 2) aus einem Bündel /,;_, gewonnenes Bündel /,. alle Reihen 
Y;._, enthalten. (Denn eine nicht zu ,, gehörige Reihe würde Grund zu 
einem Bündel von (k+1)-fach unendlich vielen S’ angehörigen r,,_, geben.) 
Alle Reihen r,,_,. welche eine Gruppe gemein haben, bilden daher ein 
Bündel ?,,_,. Hieraus folgt: „Eine Reihe r,,_, ist im Allgemeinen durch 
k Gruppen bestimmt.“ 


SD. 
\bleitung des (n+1)-Punktesystems Sr+1 aus dem n-Punktesystem S”., 
Die Voraussetzungen von $ 4 sollen für alle Punktsysteme S” einer 
Geraden @ gelten, solange kn. 
Fügt man zu allen Gruppen von S” denselben Punkt P’, so erhält 
man eine singuläre Reihe s;,,, des (2+1)-Punktesystems S”*', Aus irgend 
einer Reihe r,,_, geht hierbei eine (a—1)-dimensionale (2-+1)-Punktereihe 


.— 


._ı hervor: r,,_, heisse die Grundreihe von s/,;,.„_. Beliebige n—1 
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Punkte von @ sind zugleich in einer und nur einer Gruppe von s}|, 
enthalten. 

Die Gruppen eines Systems S” mit denselben »+1—%k Punkten 
P‘, P’, ..., P’ verbunden bilden eine k-dimensionale Reihe von Gruppen 
von S”*'; sie heisse s//;/. Aus einer Reihe r,,_, von $S" geht hierbei eine 
Reihe s#?;;_, hervor; r,;_, heisse „die (1+2—A)te Grundreihe‘“. 

Zwei singuläre Reihen s/,. und s/,,. haben die Gruppen einer 
heihe si?,,„_, gemein, welche alle die Punkte P* und P’ enthalten. 
s? „_' hat zwei Grundreihen s/,_, und s;,_,. je nachdem sie zu s/,,, oder 
zu $,;,. gerechnet wird. 

Zu den Voraussetzungen von $ 4 fügen wir noch folgende hinzu: 

V. Jede Reihe r,,_, hat mit einer Reihe s/,_, die Gruppen einer 


Reihe s/,_, gemein, welche eine Reihe r,;_,,_, von SS" zur Grundreihe hat. 
Die Reihen r,,_, eines Büschels 5,, haben mit s/,_, Reihen s/,_, gemein, 


deren Grundreihen einen Büschel /,_,., bilden. Umgekehrt begründet jede 


Reihe r,;_,._, von S'”' eine Reihe s;,;.,, deren Gruppen den Reihen r,,_, 
eines Büschels /,, gemeinsam sind. 

Diese Voraussetzung, welche für k=3 gilt, sei für An an- 
venommen. 

Aus der Voraussetzung folgt: Die Reihen r,,_, von 8°, welche von 
$;x_ı Keihen s/,_, enthalten, deren Grundreihen einen Büschel ?,_,, bilden, 
bilden selbst ein Bündel /,. Denn irgend zwei solcher Reihen r,._, 
bestimmen einen Büschel /,,; die Reihen, welche die Reihen dieses Büschels 
mit s/,_, gemeinsam haben, haben die Reihen r,_,,_, jenes Büschels >, _, 
zu Grundreihen. Der Büschel /,, bestimmt mit s/,_, das fragliche Bündel /7,.. 

Hieraus folgt: Eine Reihe r,,_, hat mit s/‘{_,, der gemeinsamen Reihe 
von Ss) und s{,_,, eine Reihe s{/_, gemein, welche aus den gemeinsamen 
Gruppen der Reihen r;,_, eines Bündels /, besteht. 

Eine Reihe s;,,„_, hat nach dem Vorigen mit der Reihe s“/,,_, eine 
Reihe s“/,,_, und mit s“/,_, eine Reihe s“/},_, gemein. 

Satz”): Haben drei Reihen 8, .1._., Ihr. 


N ED © 3 
der anderen je eine verschiedene Reihe s,.,.„_, gemein, so ist jeder vierten 


Reihe S;,,._., welche von S,,,._‘ und S;.ı..ı Je eine s;,,_, enthält, eine 


ie 


Reihe s;,„_, mit S7..ı gemeinsam. 


”) Siehe Note 2. 
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Beweis: Die Reihen r,,_, eines Büschels B),, welchem die Grund- 


reihe von S,.,„_, angehört, enthalten von s;„_, (der Grundreihe von s}\ ,„_ı 


für s,;,„) Reihen s,„_,, deren Grundreihen r,_,,_, einen Büschel B,_,, bilden. 
Die Reihen von B,_,, begründen ein Bündel von Reihen s,,_,. Irgend 
eine Reihe r,,_,, welche eine dieser s 


„„_. enthält, bestimmt mit der Grund- 
reihe von S,,,„_, (diese enthält ebenfalls eine s,,_, dieses Büschels) einen 


Büschel #},:; die zweiten Grundreihen derselben machen B,_,, aus. Die 
Büschel 5,, und B,, begründen einen Büschel 5’ von Reihen s),,._, und 
einen b' von Reihen s|.,„_‚.. Je eine Reihe von b’ enthält mit einer Reihe 
von b' eine zu $,;ı._, gehörige Reihe s,\,._.. Alle diese s,,„._, bilden den 


büschel BP”.  Gleicherweise bestimmen 5b’ und b' einen Büschel PB” und einen 
b'* von heihen s,%,._s resp. 8/%,„_. Durch die Reihen von 5b’ werden die 
hteihen von BD" und B"* eindeutig einander zugeordnet, ebenso durch 5b' die 


lteihen von DB” und B’’”. Hierdurch wiederum ist jeder Reihe von DB" eine 


Jr la 


eihe von DB” zugewiesen. s/%,„‘ und si\,„_, haben die Reihe s)',,_, ge- 
mein. Zwei entsprechende Reihen von B” und B’* enthalten von s,‘, „_. 
/ „Vla 


dieselbe s,/,,„s (Su... Ist die gemeinschaftliche Reihe der drei Reihen 


4 


Srını Shrın Und 8... Sin. hat als Reihe von si{,,,. die Grundreihe 
$,,_.; die Grundreihen je zweier entsprechender Reihen von B” und 5b" 


(in Bezug auf s;,,„) enthalten von s,,_, dieselbe s,,_,, sie sind daher je 





in einer Reihe r,,_, enthalten (dies folgt aus der Folgerung von Voraus- 
setzung V). Das Bündel der Reihen r,,_,. welche die Grundreihen der 
Reihen s/;,„_, von B" enthalten, hat folglich mit dem Bündel, das in der- 
selben Beziehung zu D' steht, mehr als eine r,,_,, d. h. einen Büschel 
B;, gemein. Dies giebt: Die entsprechenden Keihen von B”* und B'* sind 
je in einer Reihe s;,„_, enthalten; diese Reihen s/_,,_, bilden einen Büschel 
b“, der sich auf den Büschel 5%, gründet. (Der Fall, in welchem die 
teihen von BD" insgesammt dieselbe Reihe s,;_, enthalten, sei hier aus- 
oeschlossen). 

Tritt an die Stelle von s/,,, die Reihe s/,,,, so erhält man gleicher- 
weise ein Bündel, 5’, von Reihen s/,,,_,, welche sich auf die Reihen 
r.„_, eines Büschels 25, gründen. Wie jeder Reihe von 5b“, so ist auch 
jeder Reihe von b? eine Reihe von 5b’ und b' eindeutig zugeordnet. 5* und 
b’ bestimmen zwei Büschel B”” und 'B”” von Reihen s/?,,„_, (B”’ habe 
analoge Bedeutung wie B"). Jeder Reihe von B”’ ist eine Reihe von 'B’’ 
zugeordnet; jeder Reihe s//,,_, von B”’ resp. "B”’ ist eine Reihe s,,,._., von 
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b'’ und eine s,;,,.„., von b' zugewiesen. Zwei zugeordnete Reihen von 
B’’ und 'B’” enthalten von s/?,,_,. der gemeinsamen Reihe von s,,,, und 


sn Je dieselbe Reihe s/7, ,_,, nämlich diejenige, welche die entsprechende 


-1,n—3 


0 
n+1,n —1 


Reihe s von b’ mit s/7,„_, gemeinsam hat. Ebenso enthalten zwei 
zugeordnete Reihen von B“’ und 'B’’ auch dieselbe Reihe si, ,. Die 
Reihen von B’” fallen daher mit denen von 'B“’ zusammen (wofern nicht jede 
Va Vlas 


s,„, mit s,7,_, zusammenfällt, ein Fall, welcher sich, wie man sich leicht 
überzeugt, durch die Wahl von 5’ vermeiden lässt). Denn durch die zweiten 
Grundreihen von einer s.“,_, und einer s/“%,_, sind (Vorauss, V.) zwei 
jüschel >,_,, von Reihen r,_,„_, bestimmt, welche höchstens eine r, 
gemein haben (wären die Grundreihen identisch, so müsste offenbar s 
gleich s,//,_,; sein). Eine heihe von 5° hat folglich mit einer lteihe von 


b’ eine Reihe s/!,,„_, gemein, wenn beide mit einer heihe von b’ und der- 


jenigen heihe von 5b’, welche mit ihr dieselbe s,,._, von BD” enthält, je 


eine Reihe s%,._, resp. s/;,„_., gemein haben @=0. 1). Hiermit ist der 


Satz bewiesen. 


- 


S od. 
Die Gruppen der Reihen s’.,,_ ,. welehe mit den Reihen 8... und 
8 1 | 
S’,ı„n.ı Je eine Reihe s/;,,_, resp. s!,„_, gemein haben. bilden eine Reihe 


".;1., dieselbe ist in den Gruppen von einer »-dimensionalen Mannigfaltig- 
keit. An die Stelle von S/).,„_, und S}.,.„_, können offenbar irgend zwei 
andere Reihen s;_,,_,. welche in r,.,, enthalten sind, treten. Jede Reihe 
$,41. hat mit r,,,. eine Reihe s;.,._, gemein (dies folgt aus dem Beweise 
des vorigen Paragraphen): dieselbe enthält die gemeinsame Reihe von s, 
Ar 


n 


Hat die Reihe S}|,._ı mit s/\,._ı die Reihe S/,,_, gemein, so 
geben die Reihen s;,,._., welche S,,,._, enthalten, (an Stelle von 8; 
tretend) Grund zu einfach unendlich vielen Reihen r,.,,. Die Reihen r, 
bilden daher eine (»-+-l)-dimensionale Mannigfaltigkeit. 

Zu n beliebigen Punkten giebt es im Allgemeinen eine und nur 
eine Gruppe einer r,;,„., welche dieselben enthält. Die Punkte seien mit 
P', P’, ..., P* bezeichnet. r,,,. hat mit s,,,. eine Reihe s;,,._, gemein- 
Die Grundreihe von s,;,„_, enthält nach Vorauss. I. im Allgemeinen eine 
Gruppe von » Punkten, zu welcher die „—1 Punkte P', P’, .... P" ge- 
hören. Letztere Gruppe bildet mit dem Punkte r die fragliche (»-+-1)- 
Punktegruppe. (Dies ist die einzige Gruppe, da jede solche der Reihe 
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$,.1„n_, angehören müsste.) — Die Reihen r,.,. besitzen somit alle in der 
Vorauss. I. den Reihen r,,;_, zugeschriebenen Eigenschaften. 

Da die Grundreihen der Reihen s/i,.-ı für s};,. specielle Reihen 
r„„n_ı (Vorauss. Il.) sind, so sind die Reihen s/;.,. specielle Reihen r,.,.. 
Vorauss. 11. 

Büschel P,.,.: Die Reihen s,.,._, eines Büschels 5b’, welche sich 
auf die Reihen r,,_, eines Büschels /,, gründen, bestimmen mit den Reihen 
$\.,„_' eines Büschels 5b’, deren Grundreihen ebenfalls einen Büschel /,, bil- 
den, einen Büschel /,,,, von Reihen r,.,., wofern je eine s,,,, von 5b’ mit 


einer s,,,, von b' eine heihe s,,,„_, gemein hat. — /,;,. Ist durch irgend 


0 


zwei seiner Reihen r,.,, bestimmt. Denn die beiden Reihen s),,„_., welche 
sie mit s,;,„. gemein haben, bestimmen den Büschel 5b’ (ihre Grundreihen 
bestimmen einen Büschel /,); dasselbe gilt von db’. — Durch irgend eine 
Gruppe von »+1l Punkten ist im Allgemeinen eine Reihe von /,,,.. be- 
stimmt, welche sie enthält. Einer der Punkte sei das Haupt von si, ,.- 
Die Reihen si,._., welche den Reihen r,,,. von P,;.., angehören, bilden 
einen Büschel 5°, ihre Grundreihen einen Büschel /,. Es besitzt ?,, eine 
Reihe r,„_,, welcher die z»-Punktegruppe aus den übrigen » Punkten zu- 
vehört. Durch diese Reihe ist eine s/,,. und durch sie wieder eine Reihe 
"arın VON P,.1, bestimmt. Da jede s;,,., welcher die (a+1)-Punktegruppe 
angehört, nur eine Reihe s;..._, mit dieser Gruppe besitzt und jene Reihe 


"... von $,.,. eime solche s;,,._, enthält, so giebt es nur eine derartige 
"1. (Ausnahme: die Gruppe gehört allen Reihen von ?,;,, an). — Den 
Büscheln /,,.,ı Kommen die Eigenschaften zu, welche Vorauss. Ill. über 
?,, aussagt. — Man erkennt leicht: Zwei r,,,., welche dieselbe Reihe 
$,.,._, enthalten, bestimmen einen Büschel /,,,,, dessen Reihen diese s/,, ._ı 


gemeinsam angehört. Hieraus und aus der Ableitung der r,,.. ergiebt 
sich, dass die Vorauss. V. für k=n+l1 gilt. 

Bündel P,,..: Drei Reihen s,,,._, bestimmen ein Bündel 5’ von 
Reihen s!_,._,.,. welche sich auf die Reihen r,„_, eines Bündels B,, gründen. 
Ebenso bestimmen drei Reihen s/,,._., von welchen jede mit einer der 
drei s),,._, eine Reihe s)\,,._, gemeinsam habe, ein Bündel B'. Aus 
Vorauss. V. erkennt man leicht, dass jede Reihe s,,,._, von 5’ mit einer 


$,.1n' von B' eine s'/,,„_, enthält. Die Bündel B’ und B' bestimmen da- 


- 


her zweifach unendlich viele r,.,.„, welche ein Bündel /,... bilden. 
Jede Reihe s,,,._, von B" gehört einer r,;,. von A,,,. an (und umgekehrt); 
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die Reihen s,,,._ı eines Büschels 5’ gehören den Reihen r,,,, eines Büschels 
Par, von P,r., an. Hierdurch ist das Bündel /,.,, derartig auf das Grund- 
reihenbündel D,, von 5’ bezogen, dass jeder Reihe r,.,, von ?,.,, eine 
Reihe r,,„_, von B,, und jedem Büschel /,,,, ein Büschel ?,, zugeordnet 
ist. Hieraus folgt: Trifft die Voraussetzung IV. für den Fall =» zu, so 
thut sie es auch im Falle k=n-1. 


$ 6. 
Reihen niederer Stufe *). 
Durch das System S" sind die Reihen s)_,. und s\,,, „eollinear“ auf 
einander bezogen, indem zwei Reihen s,,,._, und s\.,,_, mit derselben 
Grundreihe r,„_, einander zugeordnet sind. Die Reihen s‘,,, enthalten die- 


1 


jenigen einander zugeordneten Reihen s,,,„_., welche je eine Reihe s‘,,, 
semein haben. Die Reihen s;,,, bilden einen Büschel (a+1)ten Grades, d.h. 
jedes Bündel /,,,. enthält höchstens »+1 Reihen s;.,,. Die Reihen r,., 

welchen eine (»+1)-Punktegruppe (eigentliche) gemeinsam ist, bilden ein 
Bündel 5,;,., welchem die n+1 Reihen s;,,,, die je einen der Punkte der 
Gruppe zum Haupte haben, angehören. Die Reihen r,,,, eines Bindels 
DB... beziehen im Allgemeinen die Reihe s),,, ..collinear“ auf die Reihe 
$,:1„, d. h. jeder Reihe s,,,,_, wird eine Reihe s',,,_, und den Reihen eines 
Büschels b’ werden die Keihen eines Büschels 5" zugeordnet und umgekehrt. 
Durch diese und die vorhergehende collineare Beziehung von s/,,, auf 
$,:;„ ISt eine collineare Beziehung von s},,, auf sich selbst bestimmt. ‚Jede 
Reihe s,.,„_ı, welche hierbei sich selbst entspricht. ist offenbar eine s | 
Da es aber keine » Reihen s/;,„_, giebt, deren Grundreihen für s).,, dem- 
selben Bündel /,,-, angehörten (sie bestimmen eine »-Punktegruppe, also 
ein Bündel /,,„_,), so fallen höchstens »+1 einander entsprechende Reihen 


() 


$S,+1n.ı Zusammen ($$ 4, 10). Jede solche Reihe bestimmt eine zu B, 


I,n 8C- 
höriee Reihe s’_.,,. 
oO n-+l1, 
Die Gruppen, welche den Reihen r,,,„ eines Bündels ?,.,._, ge- 


meinsam angehören, bilden eine A-dimensionale (»+1)-Punktereihe r,.,, 
(dieselbe ist in den Gruppen von einer A-dimensionalen Mannigfaltiskeit). 
, beliebige Punkte P', P', ..., P‘ sind in einer und nur einer Gruppe von 
r„.', (im Allgemeinen) enthalten. Die Gruppe heisse eine eigentliche oder 


*) Zu dem Folgenden ist die Note 3 über die Definition von Gruppen zu beachten. 
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uneigentliche (Missgruppe), je nachdem sie »+1 oder weniger Punkte ent- 
hält; hierbei kommt es vor, dass ein Punkt für mehrere gerechnet wer- 
den muss. — Die Reihen von /,.,.., haben mit s!,,, Reihen s},,.-ı ge- 
mein, deren Grundreihen r,,_, ein Bündel /,._; bilden; die Reihen von 
?,„_, wiederum enthalten von s;,_, Reihen s,;,_,. deren Grundreihen r,_,,._; 
ein Bündel 5,_,„_, ausmachen, u. s. f.: schliesslich gelangt man auf diese 
Weise zu einem Bündel 5,_;;.._, von Reihen r,_;.;ı,_;; diese Reihen können 
eine (a—4--1)-Punktegruppe gemeinsam enthalten. Die 4 Punkte P', 
P’, ..., P’ bilden mit dieser (»— A+1)-Punktegruppe eine (»+1)-Punkte- 
gruppe von r,:1.-,. Ist letztere Gruppe eine uneigentliche, so ist sie durch 
jenes Bündel ,_;._,„._, eharakterisirt. 

Aus den Sätzen über die Netze von Bündeln >,,._, folgt: Eine Reihe 
r,, des %-Punktesystems S’ einer Geraden ist durch +1 Gruppen, die nicht 
zugleich einer Reihe r,,;_, angehören, bestimmt (der Satz gilt auch von un- 
eigentlichen Gruppen, wenn wir uns dieselben durch Bündel /,,_, eharak- 
terisirt denken). Zwei Reihen r,, und r, haben, wenn r,, die Reihe der 
niedrigsten Stufe ist, welche beide enthält, eine Reihe r,,;._, gemein; für 
den Fall o+«=% enthalten r,, und r, eine gemeinsame Gruppe. Hier- 
von gilt auch die Umkehrung. Zwei Reihen r,, sind ecollinear [reeiprok | 
verwandt, wenn jeder Gruppe der einen eine Gruppe [Reihe r,;_,| der 
anderen und jed-r Reihe r,, von Gruppen der einen eine Reihe r,, [Reihen 
r,;_, die eine r,,_, gemein haben], der anderen zugeordnet ist [sind], (hier- 
bei ist wieder eine Missgruppe durch ein Bündel /,,_, eharakterisirt ge- 
dacht). Die eollineare Beziehung ist durch die Zuordnung von +2 Gruppen 
der einen heihe zu +2 Gruppen der anderen bestimmt, wofern keine +1 
derselben, die zu einer der beiden Reihen ‘gehören, in der nämlichen Reihe 
r,;_, enthalten sind. Analoges gilt für die reciproke Beziehung. 

Eine Gruppe des k-Punktesystems S’ einer Geraden ist im Folgen- 
den immer als durch ein Bündel /,,_, von Reihen r,,_, eharakterisirt 
sedacht (bisher haben wir, wenn es nicht ausdrücklich bemerkt war, nur 
von vollständigen Gruppen gehandelt); sie besteht aus den Punkten, welche 
je das Haupt einer zum Bündel gehörigen singulären Reihe s,,_, bilden. 

Unter einem Bündel /,, sei von jetzt ab die Gesammtheit der eine 
Reihe r;,_,_, enthaltenden Reihen höherer Stufe begriffen; r,._,_, heisse 
der „Stock“ des Bündels (r,, bedeutet eine Gruppe). Alle Reihen eines 


A 


Bündels ?,, welehe in einer Reihe r,, enthalten sind, bilden ein Bündel 
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us; der g-fach unendlich viele Reihen r,,_, enthält; alle Reihen desselben 
haben die gemeinschaftliche Reihe von r,, und dem Stock von /?,, gemein; 
ist diese von der vten Stufe, so it o= u—r-1l. Die Bündel „},, einer 
Reihe r,, zeigen unter einander dasselbe Verhalten wie die Bündel /,,. 

Reihe und Bündel sei unter dem Begriff Grundaggregat eines Punkte- 
systems zusammengefasst. Die Reihen der niedrigsten und der höchsten 
Stufe in einem Grundaggregat heissen seine Elemente (die Gruppe als 
heihe Oter Stufe aufgefasst). Gleichartig sind zwei Elemente, wenn beide 
durch Reihen der niedrigsten oder beide durch Reihen der höchsten Stufe 
repräsentirt werden, ungleichartig, wenn das eine aus einer Reihe von der 
niedrigsten, das andere von der höchsten Stufe besteht. 

Zwei Grundaggregate von demselben oder von verschiedenen Punkt- 
systemen sind collinear bezw. reciprok verwandt, wenn jedem Element des 
einen ein gleichartiges bezw. ungleichartiges Element des anderen und den 
Elementen eines Grundaggregates erster Stufe des einen die Elemente eines 
Grundaggregates erster Stufe vom anderen zugeordnet sind (,„P?,, gilt hierbei 
als Grundaggregat erster Stufe). 

Die collineare bezw. reeiproke Beziehung zweier Grundaggregate 
oter Stufe ist durch die Zuordnung von o+2 Elementen des einen zu 
o+2 gleichartigen bezw. ungleichartigen des anderen bestimmt. (Dies folgı 
aus Früherem, indem an die Stelle des Netzes oter Stufe von Bündeln die 
keihe r,, tritt.) 


AU 


SE 


Band und Kette*). 

1. Die Reihen r,,, welche entsprechende Reihen r,,_, zweier in 
derselben Reihe r,,.,, enthaltenen collinear verwandten Reihen r ,„ enthalten, 
bilden im Allgemeinen einen Büschel (o+1)ter Ordnung; d. h. jedem 
Bündel ...?, von r;,,. gehören höchstens e+1 solcher Reihen an. 
Die singulären Reihen s,, mit »—o Häuptern, welche in einer 82.041 ENt- 
halten sind, bilden, wie man sich leicht überzeugt, einen solehen Büschel 
(e-+-1)ter Ordnung. 


UT lu | 


2. Eine Reihe r,,.. lässt sich derart auf eine Reihe r,,., eollinear 
beziehen, dass die Reihen eines bestimmten Büschels (o-+1)ter Ordnung 


*) Siehe Note 4. Vergl. die oben angeführte Abhandlung von Költter, S. 136 u. | 
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von der obigen Art den Reihen eines vorgegebenen Büschels (o+1)ter 
Ordnung entsprechen. Zur Herstellung einer solchen Beziehung steht die 
Zuordnung von irgend drei Reihen des einen Büschels zu irgend dreien 
des anderen frei. 

Beweis: Der Büschel (e+1)ter Ordnung B, enthalte die Reihen ni 
welche entsprechende Reihen der collinear verwandten Reihen "R,, und 
'R,, enthalten. Das Analoge sei mit dem Biüschel (e+1)ter Ordnung B, in 
Bezug auf "R, und 'R, der Fall. "R,, und 'R,, seien in R,,.. enthalten, 
"R, und 'R, m R,,. "R,,-, und "R,,_, sind die gemeinsamen Reihen 
von "R,, und 'R,,, bezw. "R, und 'R,. 

Die Reihen r,,_,, welehe die Reihen von B, mit "R,, gemein haben, 
bilden einen Büschel oter Ordnung 5,; derselbe besteht aus den Reihen 
r,._., welehe entsprechende Reihen r,,_, von "R,,—ı und der ihr als Reihe 
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von 'R,, zugeordneten Reihe "R,,_, von "R,, enthalten. Grleicherweise 
bestimmt 5, mit "AR, einen Büschel 5, von Reihen r,,_,, welche ent- 
sprechende heihen der einander zugeordneten Reihen "R,,_, und "R,,_, 
vereinigen. 

Wir setzen jetzt den zu beweisenden Satz für die Büschel von 
kleinerem Grade wie o+1 als gültig voraus und nehmen an, dass den zur 
Erzeugung eines solchen Büschels dienenden Reihen unter den Reihen des 
Büschels keine Ausnahmestellung zukommt. Ordnet man den Reihen "R,,_., 
"R,,_, und einer beliebigen Reihe A,,_, von 5b, die Reihen "R,,_, bezw. 
"R,,_, bezw. R,,_, (ebenfalls eine beliebig gewählte Reihe von b,) zu, so 
ist hiernach eine collineare Verwandtschaft zwischen "R,, und "R,, bestimmt, 
in welcher jeder Reihe von 5b, eine Reihe von 5, entspricht. Durch die 
collineare Verwandtschaft von "R,, zu 'R,, und von 'R, zu 'R, ist 'R,, 
derartig auf 'R,, bezogen, dass "R,,_, der Reihe "R,,_., entspricht (dies folgt 
aus der Zuordnung von "R,,_, zu "R,,_,). In dieser Verwandtschaft ist 
"R,,_, gerade so auf "R,,_, eollinear bezogen, wie durch die collineare 
Verwandtschaft von "’R,, zu "R,; denn offenbar entspricht jeder Reihe 
Y,._.., Welche eine Reihe von B, mit "R,,_, gemein hat, beidemal dieselbe 
Reihe r,,_,, die ebenso einer Reihe von 5, und der heihe "R,,_, gemein- 
sam ist. Durch die beiden Beziehungen von 'R,, auf 'R,, G@=0,1) ist 
daher eine collineare Verwandtschaft von A,,;, zu AR,,,, bestimmt, in 
welcher den Reihen von B, die Reihen von B, zugeordnet sind. — Besteht 
B, aus singulären Reihen s,, mit /—o Häuptern, so folgt für B,, dass die 
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Reihen "R,, und 'A,, unter seinen Reihen keine Sonderstellung einnehmen. 
— Der zu beweisende Satz gilt somit für die Büschel (e+1l)ten Grades 
von der in 1. angegebenen Art, wofern er für die Büschel oten Grades 
gilt. Ohne Weiteres erkennt man aber seine Gültigkeit für 0 = 3. 

3. Ein Büschel oter Ordnung, der nach der in 1. angegebenen 
Art erzeugt wird, heisse fernerhin „ein Band oter Ordnung“; dasselbe ist 
durch 3+0o seiner Reihen bestimmt. 

4. Die Reihen r,,, welche entsprechende Gruppen zweier collinear 
verwandten und zu derselben Reihe r,, gehörigen Reihen r,,_, in sich ver- 
einigen, sind durch die Reihen r,;,_, des durch die Verwandtschaft bestimmten 
Bandes projectivisch auf einander bezogen („projeetivisch auf einander bezo- 
gen“ sind zwei Reihen r,. die in einer collinearen Verwandtschaft von 
Reihen höherer Stufe einander zugeordnet sind“); solche Reihen r,, mögen 
„Axreihen“ des Bandes heissen. 

Beweis: Die Reihen A,, und R,, vereinigen je zwei entsprechende 
Gruppen der collinear verwandten Reihen "R,,_, und 'R,,_,, durch deren 
Verwandtschaft das Band oter Ordnung B erzeugt wird. AR; und A;,, seien 
in der Reihe dritter Stufe AR,, enthalten. Die beiden Reihen AR, üÜ=0,]| 
welche je die gemeinsamen Gruppen von 'R,,_, mit R,, und A;,, enthalten. 
gehören ebenfalls AR, an. Den Reihen r,,, welche entsprechende Gruppen 
von R,, und 'AR,, aufnehmen, entsprechen in der Beziehung von AR, auf 
den Raum die Geraden der einen Schaar einer Regelfläche. Jede Reihe 
von B enthält offenbar eine solche r,.. Nehmen wir für das Band (o—1)ter 
Ordnung an, dass jede Gruppe einer seiner Axreihen nur einer Reihe des 
Bandes angehört, die diese Axreihe nicht enthält, so gilt dies auch für das 
Band oter Ordnung. Da diese Annahme für e=3 zutrifft, so ist jede 
Reihe r,,, welche einer Geraden der anderen Schaar von obiger Regeltläche 
entspricht, in einer und nur einer Reihe r,,_, von B enthalten. Durch diese 
teihen werden aber R,, und AR,, projeetivisch auf einander bezogen; hier- 
mit ist der Satz bewiesen. 

Eine Reihe r,,, welche in o—1 einem Bande oter Ordnu 
rigen Reihen enthalten ist, ist eine Axreihe d sselben. 

Aus dem vorigen Beweise folgt, dass die Reihen r,,. welche die 
entsprechenden Gruppen von "R,,, und 'R,,-, vereinigen, irgend zwei 
andere Reihen von B collinear auf einander beziehen (jeder Reihe r,, ist 
wieder eine r,, zugeordnet). Diese collineare Beziehung ist dieselbe, welche 
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bei Zugrundelegung dieser Reihen zur Erzeugung von B dient. Setzt 
man daher an die Stelle von "R,,_, und 'R,,_, irgend zwei andere Reihen 
von 5, so erhält man immer dieselben Axreihen. 

9. Die Reihen r,,_,, welche die entsprechenden Gruppen von 9 
beliebigen projeetivisch auf einander bezogenen Reihen r,., die derselben 
lteihe r,, angehören, in sich schliessen, bilden im Allgemeinen ein Band 
oter Ordnung. 

Beweis. "R,, sei eine von o solchen Reihen r,,, die in der Reihe 
R,, enthalten sind. "R,,_, enthalte von diesen Reihen r,, Gruppen, die ein- 
ander zugeordnet sind. "R,, sei mit einer der übrigen o—1 Reihen, etwa mit 
R,.. in der Reihe dritter Stufe R,, enthalten. AR, hat mit "R,,_, die Reihe 
zweiter Stufe R,, gemein. Aus der Beziehung von AR, auf den Raum folgt: 
Die Reihen r,,, welche entsprechende Gruppen von "R,, und 'AR,, vereinigen, 
haben mit A, die Gruppen einer Reihe erster Stufe "R,, gemein, welche 
auf "AR,, projeetivisch bezogen ist. Tritt an die Stelle von 'R,, jede der 
übrigen der o Reihen r,, so erhält man o—1 in "R,,_, enthaltene Reihen 
r;,,. die ebenfalls projeetivisch auf einander bezogen sind. ‚Jede Reihe 
",.—, welche entsprechende Gruppen jener Reihen enthält, vereinigt auch 
entsprechende Gruppen der letzten o—1 Reihen. Gilt daher der Satz für 
das Band (o—1)ter Ordnung, so hat er auch für das Band oter Ordnung, 
Gültigkeit. Für e=3 ist die Gültigkeit leicht erkennbar. 

6. Die Reihen eines Bandes sind dadurch den Gruppen einer Reihe 
Y;ı „projeetivisch“ zugeordnet, dass man eine Axreihe des Bandes projec- 
tivisch auf sie bezieht. 

‘. In der reeiproken Verwandtschaft einer Reihe r,, zu einer Reihe 
r, entsprechen den Reihen eines Bandes oter Ordnung die Gruppen einer 
Reihe oter Ordnung; dieselbe besteht aus den Gruppen, welche in der 
eollinearen Verwandtschaft zweier Bündel „?,,_-ı den zugeordneten Reihen 
r,, gemeinsam sind. Die beiden Gruppen, welche je sämmtlichen Reihen 
dieser Bündel angehören, gehören zu der Reihe oter Ordnung. Eine Reihe 
oter Ordnung von dieser Art möge „eine Kette‘ heissen. — Die gemein- 
samen Gruppen entsprechender Reihen r,,_, von g projeetivisch auf ein- 
ander bezogenen Büscheln ‚?;., welche in derselben Reihe r,, enthalten sind, 
bilden im Allgemeinen eine Kette oter Ordnung. — Eine Kette oter Ordnung 
ist durch e+3 ihrer Gruppen bestimmt. 

In der collinearen bezw. reciproken Beziehung einer r,, auf 
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ein Bündel „?,, entspricht einem Bande oter Ordnung ein „Band oter 
Ordnung von Reihen r,„_,“ bezw. eine „Reihenkette“ oter Ordnung von 
Reihen r,._,. 

Die Reihen (Gruppen) eines Bandes oder einer Kette lassen sich 
(vermittelst der Beziehung auf ein Band von der seither behandelten Art) 
eindeutig den Punkten einer Geraden zuordnen („projectivische Zuord- 
nung“, siehe 6.). 

8. Die singuläre Reihe des k-Punktesystems einer Geraden, deren 
Gruppen den 4-fach zu zählenden Punkt P’ gemein haben, heisse die 
(4—1)te Unterreihe zu s,_,.. Zu s/;_, giebt es k—2 Unterreihen. Eine 
Gruppe von s/,_, besteht aus dem 4-fach zu zählenden Punkt P* — „Haupt- 
gruppe (P’)*. Die Hauptgruppen des k-Punktesystems bilden die „Haupt- 
reihe“ des Systems. Die Gruppen, welche je aus einer Hauptgruppe des 
(k —4)-Punktesystems nebst dem 4-fach zu zählenden Punkte P” bestehen, 
bilden die Hauptreihe der (4—1)ten Unterreihe von s/,_, oder, wenn 4 =1. 
der Reihe s/,_, selbst. 

Satz: Die Hauptreihe des 4-Punktesystems ist eine Kette Ater 
Ordnung. 

beweis. Wir machen für die Punktsysteme, deren Dimension o 
kleiner als %k ist, folgende Annahme: Die ersten Unterreihen der Reihen 
s;,_' bestimmen mit jeder Hauptgruppe des Systems die Reihen r,,_, eines 
Bandes von der Ordnung o—1. Dasselbe sei mittelst dieser Unterreihen 
projeetivisch auf das Band der Reihen s;,_, bezogen (zwei zugeordnete 
Reihen enthalten dieselbe s;,_.). Seine Reihen haben mit der «ten Unter- 
reihe jeder .- die Reihen eines Bandes (o—1l-—w)ter Ordnung gemein, 
welchem die («-+1)te Unterreihe angehört (für alle möglichen Werthe von «). 

Im Falle o=% bedeute B den Büschel der Reihen r,,_, welche 
durch je eine Reihe s{_, und die Hauptgruppe (P”) bestimmt sind. Aus 
der Annahme folgt: Die Reihen von B haben mit s;;_, die Reihen eines 


Bandes b,_, von der Ordnung k—2 gemein. Die Reihen von b,_, enthalten 
von der 4-dimensionalen Unterreihe U, von s\, , die Reihen eines Bandes 
der (A—1)ten Ordnung, welchem die Unterreihe U,_, angehört. Ausserdem 
ist d5,_, durch die Reihen s;", projeetivisch auf das Band = der Reihen 
six’ bezogen. Die Unterreihe U, von s!, , hat mit s/\_, eine Reihe a, 
eine Axreihe von b,_,, gemein. a ist durch b,_, projectivisch auf & (b.) 
bezogen. Die Hauptreihe von U, ist durch die Reihen s;;_, (jede dieser 
Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 3. 33 
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Reihen enthält von U, nur eine der Hauptreihe angehörige Gruppe) eben- 
falls projeetivisch auf & bezogen und hiermit auch auf a. Die Reihen von 
PB enthalten je zwei einander hierbei zugeordnete Gruppen. Die Reihen 
r,., von U,, welche in den Reihen von B enthalten sind, bilden ein Band 
zweiter Ordnung. Denn in der Beziehung von U, auf ein ebenes System 
entspricht ihrer Hauptreihe ein Kegelschnitt, der Reihe a eine Tangente 
an ihn. Die Punkte der Tangente sind den Punkten des Kegelschnitts 
zugeordnet; der Berührungspunkt entspricht, wie man sich leicht überzeugt, 
sich selbst. Die Verbindungslinien entsprechender Punkte bilden daher einen 
Büschel II. Ordnung. Die Unterreihe U, hat daher mit den Reihen von B 
die Reihen eines Bandes dritter Ordnung gemein, welchem U, und die ge- 
meinsame Reihe von U; mit s/;,_, angehören. Hieraus folgt weiter, dass 
in U, dureh B die Reihen eines Bandes vierter Ordnung bestimmt werden, 
welchem U, angehört, dass überhaupt die Reihe U, mit den Reihen von 
BR die Reihen eines Bandes*) von der Ordnung 4, welchem U;,_, ange- 
hört, gemein hat. Insbesondere bilden die gemeinsamen Reihen r,,_, von 
U, ,=si,_, und den Reihen von B ein Band (k—1l)ter Ordnung b,_,. Die 
heihe a ist Axreihe desselben. Durch die projeetivische Beziehung von «a 
auf I ist b,_, und damit B derartig auf I bezogen, dass zwei entsprechende 
Reihen dieselbe s’;_, enthalten. Das oben Angenommene gilt daher für 
o = #k, wenn es für eo <k Gültigkeit hat. In der That trifft es für eo = 3 zu. 

Durch die Beziehung von 5b,_, auf & und damit auch auf das Band 
der Reihen s;;_, ist eine collineare Beziehung von s;,_, auf sich selbst be- 
stimmt; hierbei sind die Unterreihen von s;,_, sowie die (sruppe (P’) sich 
selbst zugeordnet. Hierdurch wiederum ist eine collineare Verwandtschaft 
des Bündels der Reihen, welehen die Gruppe (P’”) angehört, und der Reihe 
si, gegeben. Die hiermit bestimmte Beziehung jenes Bündels auf das 
(k—1)-Punktesystem S’ ändert sich nieht, wenn s;,_, an Stelle von s},_, 
tritt. Den Hauptgruppen von S°”' entsprechen in ihr die Reihen r,,, welche 
(P') mit je einer anderen Hauptgruppe von $” vereinigen. Diese Reihen 
bilden daher eine Kette (k—1)ter Ordnung, wenn die Hauptreihe von S’” 


*) Dieses Band könnte, wenn das analoge Band in U,_, von der (A —1)ten Ordnung 
ist, nur dann von niedrigerer Ordnung sein, wenn in der durch dasselbe hergestellten 
collinearen Verwandtschaft zwischen U,;_;, und der Reihe R, welche U, und s}.-ı ge- 
mein haben, die gemeinsame Reihe von R und U,_., sich selbst entspräche: es entspricht 
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eine Kette (k—1)ter Ordnung ist. Letzteres trifft für k=4 zu. Da an die 
Stelle von (P") jede andere Hauptgruppe von S” treten kann, so ist die 
Hauptreihe von S’ eine Kette Ater Ordnung. 

Hieraus folgt: Eine dem #-Punktesystem einer Geraden angehörige 
(k—1)-dimensionale Reihe ersten Grades enthält höchstens k Gruppen, 
welche je aus einem 4-fach zu zählenden Punkte bestehen. 

Durch die Zuordnung jeder Hauptgruppe (P*) zur zugehörigen Reihe 
7, Ist, wie man aus dem vorigen Beweise erkennt, die Hauptreihe auf 
das Band der Reihen projeetivisch bezogen. Hierdurch ist eine reeiproke 
Verwandtschaft der in einander liegenden k-Punktesysteme S° und S; be- 
stimmt, in welcher offenbar der Hauptgruppe (P’), ob man sie zu S° oder 
zu S, rechnet, die Reihe s;, , entspricht. Jeder Gruppe des k-Punktesystems 
ist hiermit eine Reihe zugeordnet. Die Reihe heisse die „Polarreihe“ der 
(sruppe. 


S 8. 
Correspondenz zwischen den Punkten auf geraden Linien. 

l. Durch die projectivische Beziehung einer geraden Punktreihe p 
mit dem Träger g’ auf eine Kette K, welche dem k-Punktesystem S° der 
(Geraden g angehört und von der kten Ordnung ist, sind jedem Punkte auf 
g, welchem eine vollständige Gruppe von K entspricht, k Punkte von g 
zugeordnet, und umgekehrt sind jedem Punkte von g’, welcher in k Gruppen 
von K enthalten ist, # Punkte auf g zugewiesen, diejenigen, welche diesen 
(sruppen entsprechen. Es ist also hierdurch eine Correspondenz (k, k) 
zwischen den Punkten von g und g bestimmt. Die Gruppen der Punkte 
auf g, welche je einem Punkte auf g entsprechen, bilden ebenfalls eine 
zum %-Punktesystem S; von g’ gehörige Kette Ater Ordnung. Die Punkt- 
reihe p auf g ist so auf dieselbe projeetivisch bezogen, dass jedem Punkte 
von g diejenige Gruppe entspricht, welche aus den ihm durch die Cor- 
respondenz zugewiesenen Punkten besteht. Denn durch die projeetivische 
Beziehung von p’ auf K ist auch das Band der singulären Reihen s;,_, von 
S, projeetivisch auf K bezogen (einer Gruppe von K, welche dem Punkte 
P,, entspricht, ist die Reihe s/,_, zugeordnet). Hierdurch ist eine reciproke 
Verwandtschaft zwischen S, und S” bestimmt. Den Reihen s,,_, von S’ ent- 
sprechen hierbei die Gruppen einer Kette Ater Ordnung. Diejenige dieser 
Gruppen, welche der Reihe s/,_, zugeordnet ist, besteht offenbar aus den 
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Häuptern derjenigen Reihen s;,;_,, welchen die den Punkt P’ enthaltenden 
Gruppen von K entsprechen. Durch die projeetivische Beziehung einer 
geraden Punktreihe p auf eine Kette, welche dem 4-Punktesystem einer 
(seraden g angehört und von der kten Ordnung ist, wird eine Correspondenz 
(Ak, 4) bestimmt. Ist diese Kette in der Reihe AR,, (k-dimensionale Reihe 
von 5‘) enthalten, und ist g’ der Träger von p', so ist analog wie oben eine 
reciproke Verwandtschaft zwischen S, und R,, bestimmt, in welcher den ge- 
meinsamen Reihen r,,_, von R,, mit den Reihen s,,_, die Gruppen einer Reihe 
von der Ordnung A zugeordnet sind. Die Gruppen der Punkte auf g, welche 
durch die Correspondenz je einem Punkte von g zugeordnet sind, gehören 
also dem %-Punktesystem von g’ an und bilden eine „rationale“ Reihe vom 
Grade 4 („Halbkette‘). 

2. Haben*) Punktreihe und Kette, durch welche eine Correspondenz 
(k, k) bestimmt ist, denselben Träger, so fallen, wenn eine Gruppe der ihr 
zugeordneten singulären Reihe s,,_, angehört, in dem Haupte der letzteren 
im Allgemeinen zwei entsprechende Punkte zusammen (ÜCoineidenz). 

Um die Anzahl der möglichen Coineidenzen auszumachen, betrachten 
wir zunächst das „Bündel zweiter Ordnung /;,_," von Reihen r,,_,; dasselbe 
wird als ein Bündel von (k—1)-facher Mannigfaltigkeit in den r,,_, definirt, 
welches mit einem Büschel /,, höchstens zwei Reihen r,,_, und mit einem 
Bündel /,, einen Büschel zweiter Ordnung (ihm entspricht in der Bezie- 
hung von P,, auf eine Ebene, wo Reihe r,,_, und Punkt zugeordnet sind, 
ein Kegelschnitt) eine keihe oder keine gemein hat. Im Falle k=3 ent- 
spricht in der Beziehung des Dreipunktesystems auf den Raum (r;, und 
Punkt zugeordnet) die Fläche zweiter Ordnung dem Bündel 55... Die 
Reihen, welche /;._, mit einem Bündel /,,_, gemein hat, bilden im Allge- 
meinen ein Bündel /;,._,_, zweiter Ordnung von (k—4—1)-facher Mannig- 
faltiskeit. Seine keihen haben mit einer s,,_, Reihen gemein, welche sich 


auf die Reihen eines Bündels A%_;._;_, gründen. Was von dem Bündel 


P%,_, gilt, lässt sich daher leicht auf das Bündel /;;_,_, übertragen. 

*) Die allgemeinste Gorrespondenz, welche überhaupt im Contexte von Operationen, 
wie sie in dieser Abhandlung definirt sind, auftreten kann, ist die durch projectivische 
Beziehung von Kette auf Kette, Kette auf Halbkette oder Halbkette auf Halbkette 
bestimmte. Es lässt sich aber zeigen, dass sich jede solche Correspondenz zugleich durch 
die projeetivische Beziehung von Kette auf Punktreihe bestimmen lässt. (Z. B. Kette 
nter Ordnung auf Kette »ter Ordnung giebt eine Correspondenz, welche auf der Beziehung 
einer Kette nxnter Ordnung auf eine Punktreihe beruht.) 
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Satz: Die Reihen r,,_, eines Bündels zweiter Ordnung von (k—1)- 
facher Mannigfaltigkeit können durch eine reciproke Verwandtschaft zweier 
beliebiger von ihnen bestimmt werden. 

Beweis: Wir leiten aus der angenommenen Gültigkeit des Satzes für 
die Werthe von k<{r seine Gültigkeit für k=n ab. Rund AR’ seien zwei 
Reihen des Bündels zweiter Ordnung B’ von (k—1)-fach unendlich vielen 
Reihen r,;_.. "B;.x_' und 'B,,_, seien zwei beliebige Bündel, welchen R 
angehört, dieselben mögen von 5’ die Bündel zweiter Ordnung "B’ und 
'b’ von (k—2)-facher Mannigfaltigkeit enthalten — dies ist der Fall, wenn 
zu 'B,,_, zwei heihen von B’ gehören, durch welche ein B’ nicht ganz 
angehörender Büschel /,, bestimmt ist. ”B,, , sei das gemeinschaftliche 
jündel von "B,,_, und 'B,,_,, welches von B’ das Bündel zweiter Ordnung 
"b’ von (k—3)-facher Mannigfaltigkeit enthält (dies erreicht man, indem 
man "B,,_., vor 'B,,_, passend wählt). "R bedeute eine beliebig gewählte 
Reihe von '"B’. R habe mit den Reihen von 'B,,_, bezw. "B,, , die Reihen 
des Bündels 'b bezw. "b gemein. Gleicherweise bestimmen "R und "B, 


k—-1 
M) 


das Bündel "?%. Die Reihen von "B’ sind durch eine reciproke Verwandt- 
schaft von "b und "? bestimmt: hierbei werden die Reihen von "B’ durch 
eine Verwandtschaft von ”b und einem Bündel "/, dessen Reihen der Reihe 
"R von "'B’ angehören, bestimmt. "AR, "R und AR’ sind in einem Bündel 
P,, enthalten, welches im Allgemeinen von 'B’ noch eine Reihe (R) ent- 
hält. Wir machen jetzt die Annahme, dass es unter den die Reihen von 
'b’ bestimmenden reeiproken Verwandtschaften von 'b und '> ('? hat ana- 
loge Bedeutung wie '?) eine giebt, welche zur Bestimmung von "B’ dieselbe 
Verwandtschaft zwischen "5b und "5 ergiebt. Durch die Beziehungen von 
"b auf "3 und von 'b auf '> ist eine receiproke Beziehung von "b bezw. 'b 
auf die gemeinsame Reihe von AR und "R bezw. R und 'R hergestellt. 
Das gemeinschaftliche Bündel von "b und 'b, "b, ist durch beide Be- 
ziehungen in gleicher Weise auf die gemeinschaftliche Reihe von AR 
mit "R und 'R bezogen. Hierdurch ist also eine reeiproke Beziehung von 
R auf R' festgelegt, durch welche, wie man leicht erkennt, ein Bündel 
zweiter Ordnung bestimmt ist. Dieses muss mit D° zusammenfallen. Denn 
irgend eine Reihe von B’ bestimmt mit AR’ und zwei Reihen von "B’ ein 
Bündel /,;, welches mit "B’ und 'B’ je einen Büschel zweiter Ordnung 
gemein hat. Durch diese Büschel und durch AR’ ist ein einziges Bündel 
zweiter Ordnung von /,; bestimmt; ihm gehört jene Reihe von B° an. 
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Dass das zuletzt Augenommene für k=n zutrifft, folgt aus der freien Wahl 
unter den reeiproken Verwandtschaften zwischen "5 und ", welche zur | 
Bestimmung von "B’ dienen können. Unser Satz gilt also allgemein, da 
er für k=3 gilt. In allen das Bündel B° bestimmenden reeiproken Bezie- 
hungen von R auf R’ ist der gemeinsamen Reihe r,,_, derselben ein R 
enthaltendes Bündel /,,_, zugeordnet, welchem alle Büschel ?,, mit nur einer 








F 
keihe von B° (nämlich R) angehören. Man erkennt dies aus dem Ver- j 
halten der zu B° gehörigen Bündel ?/,, welche A und AR’ enthalten. 


3. Anzahl der Coincidenzen einer Correspondenz (k,k). Durch die 
projeetivische Beziehung einer Punktreihe auf eine Kette mit gleichem 
Träger, durch welche eine Correspondenz (k, #) bestimmt ist, wird eine 
reciproke Beziehung des %A-Punktesystems des Trägers auf sich selbst 
gegeben. Existiren in dieser Beziehung Reihen, welche ihre entsprechenden 
(Gruppen enthalten, so bilden sie im allgemeinen Falle ein Bündel /;;_.- 
Die höchste Anzahl der gemeinsamen Reihen dieses Bündels mit dem Band 
der singulären Reihen s;,_, ist die höchste Anzahl der Coineidenzen, welche 
die Correspondenz haben kann (es können auch alle s,,_, dem Bündel zu- 
gehören). Seien s;; , und s;;_, zwei solcher Reihen, so sind den Reihen 
s,;_, durch eine das Bündel zweiter Ordnung bestimmende reeiproke Bezie- 
hung von s,_, auf s;._, die Gruppen einer Kette (%—1)ter Ordnung zu- 
geordnet. Durch die projeetivische Beziehung des Bandes der s/;_, auf 


(y 
k,k 


das Band der s;;_,, in welcher der Reihe s/;_, die Reihe s;;_, entspricht, 
ist jene Kette projeetivisch auf das Band der si;_, bezogen. Bedeutet u 
die höchste Anzahl der Reihen s};_,, welche hierbei ihre zugeordneten 
(Gruppen enthalten, so ist «+2 die höchste Anzahl der Coineidenzen der 
Correspondenz (k, k). Da u offenbar auch die höchste Anzahl der Coin- 
eidenzen für (k—1, k—1) vorstellt, und da «=4 ist, wenn k=3 ist, so be- 
trägt die Anzahl der Coineidenzen für (A, k) im Allgemeinen höchstens 2%. 

Correspondenz (k,}). Kine Correspondenz (k, 4) sei durch die pro- 
jeetivische Beziehung einer Punktreihe auf eine Kette Ater Ordnung mit 
demselben Träger bestimmt. Die Kette, welche in der Reihe A,, enthalten 
sei, ist hierdurch projeetivisch auf das Band der Reihen s,,_, bezogen und 
damit auch auf das Band der Reihen s,,;_, (mit —4-+1 Häuptern), welche 
der Reihe $,,;, mit k—4 Häuptern angehören (S,, ist beliebig gewählt). 
Hierdurch ist eine reeiproke Verwandtschaft zwischen AR,, und $,, fest- 
gelegt. Die Reihen r,._,, welche je eine Gruppe von R,, mit der zuge- 
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hörigen s,;_, vereinigen, bilden im Allgemeinen ein Bündel /},_, zweiter 
Ordnung. Dies folgt daraus, dass die Reihen, welche dasselbe mit einen 
Bündel ?,;;, gemein hat, im Allgemeinen ein Bündel /;, zweiter Ordnung 
bilden. Jenes Bündel /,, enthält im Allgemeinen höchstens 2% Reihen 
$;+_1: hierunter befinden sich, wie man leicht erkennt, die %—i Reihen. 
welche S,, enthalten. Die Correspondenz (k, 4) besitzt daher höchstens 
2k—(k—4) = k+4 Coineidenzen. 

„In einer Correspondenz (k, 4), welche durch die projeetivische 
Beziehung einer Punktreihe auf eine Kette Ater Ordnung vom 4-Punkte- 
system auf derselben Geraden bestimmt ist, fallen höchstens 4+2 ent- 
sprechende Punkte zusammen.“ 

4. Normalketten. In der reeiproken Verwandtschaft des %-Punkte- 
systems S’ auf ein anderes $S, entspreche dem Band der Reihen s,,_, die 
Kette X. Die Reihen, welche hierbei den Unterreihen ($$ 7, 8) der Reih« 
s;x_' zugeordnet sind, sollen die „Ueberreihen* der si,_, entsprechenden 
Gruppe in Bezug auf K heissen. 

Enthält die Kette X eine Hauptgruppe (P‘), deren Ueberreihen von 
den Unterreihen der Reihe s/,_, (mit dem Haupte P*) gebildet werden, so 
heisse sie eine „Normalkette* kter Ordnung mit dem „Centrum“ P”, 

Satz: Durch eine projectivische Beziehung der Normalkette A kter 
Ordnung auf eine Punktreihe mit demselben Träger, wobei der Hauptgruppe 
P') das Centrum P’ von K zugeordnet ist, wird eine Correspondenz be- 
stimmt, in der die höchste Anzahl der Coineidenzen, P’ abrerechnet, 
k beträgt. 

Beweis: Die Reihen, welche in der durch die Correspondenz be- 


stimmten reeiproken Verwandtschaft der %-Punktesysteme S° und 8; 


dieselben liegen in einander — ihre entsprechenden Gruppen enthalten. 
bilden das Bündel zweiter Ordnung B’. Zu B’ gehöre auch s),_. Dem 
Bündel B der Reihen r,;_ ,, welche (P”) enthalten und der Reihe s,, , an- 


gehören, ist dasselbe Bündel (DB) als zu S, gehörig zugeordnet. Die Reihen 


von B’, welche (P”) enthalten, bilden ein specielles Bündel zweiter 


> \ / 


Ordnung, welches aus Büscheln /,, denen allen s/,_, angehört, besteht 
(unter ihnen befindet sich der Büschel der Reihen, welche s/,;_, gemeinsam 


haben). Die Reihen dieses Bündels zweiter Ordnung sind durch die reci- 
proke Beziehung zwischen B’ und s;,_, bestimmt, in welcher jeder Reihe 


von B’ die Reihe entspricht, welche s/,_, mit der der ersteren zugeordneten 
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Dass das zuletzt Angenommene für k=» zutrifft, folgt aus der freien Wahl 
unter den reciproken Verwandtschaften zwischen "5 und "9, welche zur 
Bestimmung von "5° dienen können. Unser Satz gilt also allgemein, da 
er für k=3 gilt. In allen das Bündel B° bestimmenden reciproken Bezie- 
hungen von R auf R' ist der gemeinsamen Reihe r,,;_, derselben ein R 
enthaltendes Bündel ?,,_, zugeordnet, welchem alle Büschel ?,, mit nur einer 
keihe von 5° (nämlich AR) angehören. Man erkennt dies aus dem Ver- 
halten der zu RB’ gehörigen Bündel //,, welche $ und AR’ enthalten. 

3. Anzahl der Coincidenzen einer Correspondenz (k,k). Durch die 
projeetivische Beziehung einer Punktreihe auf eine Kette mit gleichem 
Träger, durch welche eine Correspondenz (k, 4) bestimmt ist, wird eine 
reciproke Beziehung des Ak-Punktesystems des Trägers auf sich selbst 
gegeben. Existiren in dieser Beziehung Reihen, welche ihre entsprechenden 
(Gruppen enthalten, so bilden sie im allgemeinen Falle ein Bündel /;._.- 
Die höchste Anzahl der gemeinsamen Reihen dieses Bündels mit dem Band 
der singulären Reihen s‘,_, ist die höchste Anzahl der Coineidenzen, welche 
die Correspondenz haben kann (es können auch alle s,,_, dem Bündel zu- 
eehören). Seien s;;_, und s;._, zwei solcher Reihen, so sind den Reihen 
s;;_, durch eine das Bündel zweiter Ordnung bestimmende reciproke Bezie- 
hung von s,,_, auf s;._, die Gruppen einer Kette (k—1)ter Ordnung zu- 
geordnet. Durch die projeetivische Beziehung des Bandes der s/;_, auf 
das Band der s;;_,. in welcher der Reihe s/;_, die Reihe s;/_, entspricht, 
ist jene Kette projeetivisch auf das Band der s};_, bezogen. Bedeutet u 
die höchste Anzahl der Reihen s};_,, welche hierbei ihre zugeordneten 
(Gruppen enthalten, so ist «+2 die höchste Anzahl der Coineidenzen der 
Correspondenz (k,k). Da u offenbar auch die höchste Anzahl der Coin- 
eidenzen für (k—1, k—1) vorstellt, und da «=4 ist, wenn k=3 ist, so be- 
trägt die Anzahl der Coineidenzen für (A, k) im Allgemeinen höchstens 2%. 

Correspondenz (k,}). Eine Correspondenz (k, 4) sei durch die pro- 
jeetivische Beziehung einer Punktreihe auf eine Kette Ater Ordnung mit 
demselben Träger bestimmt. Die Kette, welche in der Reihe A,, enthalten 
sei, ist hierdurch projeetivisch auf das Band der Reihen s,,_, bezogen und 
damit auch auf das Band der Reihen s,,_, (mit k—4-+1 Häuptern), welche 
der Reihe S,,;, mit k—4 Häuptern angehören (S,, ist beliebig gewählt). 


Hierdurch ist eine reeiproke Verwandtschaft zwischen AR, und $,, fest- 


gelegt. Die Reihen r,._,, welche je eine Gruppe von R,, mit der zuge- 
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hörigen s,,_, vereinigen, bilden im Allgemeinen ein Bündel //,_, zweiter 
Ordnung. Dies folgt daraus, dass die Reihen, welche dasselbe mit einem 
Bündel /,;., gemein hat, im Allgemeinen ein Bündel ?}, zweiter Ordnung 
bilden. Jenes Bündel /;, enthält im Allgemeinen höchstens 2% Reihen 
$;,_1; hierunter befinden sich, wie man leicht erkennt, die k—4 Reihen. 
welche $;,, enthalten. Die Correspondenz (k, 4) besitzt daher höchstens 
2k—(k—)) = k+4 Üoineidenzen. 

„In einer Correspondenz (k, 4), welche durch die projectivische 
Beziehung einer Punktreihe auf eine Kette Ater Ordnung vom Z4-Punkte- 
system auf derselben Geraden bestimmt ist, fallen höchstens %4-+-2 ent- 
sprechende Punkte zusammen.“ 

4. Normalketten. In der reciproken Verwandtschaft des 4-Punkte- 
systems S’ auf ein anderes S, entspreche dem Band der Reihen s,,_, die 
Kette X. Die Reihen, welche hierbei den Unterreihen ($$ 7, 8) der Reih: 
f,—ı zugeordnet sind, sollen die „Ueberreihen“ der si, , entsprechenden 
Gruppe in Bezug auf K heissen. 

Enthält die Kette X eine Hauptgruppe (P°), deren Ueberreihen von 
den Unterreihen der Reihe s/,_, (mit dem Haupte P*) gebildet werden, so 
heisse sie eine „Normalkette* kter Ordnung mit dem „Centrum“ P”, 

Satz: Durch eine projeetivische Beziehung der Normalkette AK kteı 
Ordnung auf eine Punktreihe mit demselben Träger, wobei der Hauptgruppe 
P") das Centrum P’ von K zugeordnet ist, wird eine Correspondenz be- 
stimmt, in der die höchste Anzahl der Coineidenzen, P' abrerechnet, 
h beträgt. 

Beweis: Die Reihen, welche in der durch die Correspondenz be- 
stimmten reciproken Verwandtschaft der %-Punktesysteme 5° und $, 
dieselben liegen in einander — ihre entsprechenden Gruppen enthalten, 
bilden das Bündel zweiter Ordnung B’. Zu B’ gehöre auch s;,_.. Dem 
jündel B der Reihen r,;_,, welche (P”) enthalten und der Reihe s,,_, an- 
gehören, ist dasselbe Bündel (B) als zu S, gehörig zugeordnet. Die Reihen 


von B’, welche (P”) enthalten, bilden ein specielles Bündel zweiter 


Ordnung, welches aus Büscheln /,, denen allen s;,_, angehört, besteht 
(unter ihnen befindet sich der Büschel der Reihen, welche s,;,_, gemeinsam 


haben). Die Reihen dieses Bündels zweiter Ordnung sind durch die reeci- 
proke Beziehung zwischen BD und s,,_; 


bestimmt, in welcher jeder Reihe 
von B’ die Reihe entspricht, welche s{;_, mit der der ersteren zugeordneten 


N 
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Reihe von B gemein hat. Unter den receiproken Verwandtschaften zwischen 
$;;,_, und s;,_,, welche zur Bestimmung der Reihen von B? dienen, befindet 
sich eine, in welcher s/,;_, in obiger Art auf das Bündel B’ bezogen ist 
(Nr. 2. — Man kann diesen speciellen Fall auch leicht direet mittelst An- 
wendung des Schlusses von k auf k+1 untersuchen). Dem Band der 
Reihen s;;_, entspricht hierbei eine Kette von s},_,, welehe sich auf eine 
Normalkette des (4—1)-Punktesystems gründet; dieselbe hat ebenfalls das 
Centrum P’. In der Beziehung von s;,_, auf B’ ist nämlich jeder Reihe 
von $;;_,, Welche sich auf eine Unterreihe von s;;_, gründet, eine Unter- 
reihe von s;,_, zugeordnet. Aus dem Bisherigen folgt, dass die höchste 
Anzahl der Coincidenzen im Falle k nur Eins mehr betragen kann, als 
im Falle 4—1. Im Falle k=2 beträgt sie Zwei. (Man hat hier in der 
Beziehung auf die Ebene einen Kegelschnitt, dessen Punkte den Tangenten 
eines ihn berührenden Kegelschnittes projeetivisch zugeordnet sind.) 
Bemerkung. Die Normalkette entspricht in der analytischen Geometrie 
der Gleichung f(xz,y) =0 nten Grades mit zwei Unbekannten, wobei y 
einen Parameter darstellt und x die Lage von Punkten auf einer Geraden 
bestimmt. Das Centrum der hierdurch bestimmten Normalkette ist hier der 


unendlich ferne Punkt. 


Fortsetzung folgt.) 








Ueber lineare homogene Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, für welche die Umkehrungsfunetion 
von endlicher Vieldeutigkeit ist. 


(Von Herrn Ludwig Schlesinger.) 


In einer Arbeit”) habe ich einige Resultate mitgetheilt, die sich auf 
lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit rationalen Coefficienten 
und diseontinuirlicher Gruppe beziehen. Dieselben liessen eine gewisse 
Analogie zwischen den Differentialgleichungen der erwähnten Art und jenen 
mit durchaus algebraischen Integralen erkennen, eine Analogie, die offenbar 
in noch verstärktem Grade zu Tage treten wird, wenn wir unter den 
Differentialgleichungen mit discontinuirlicher Gruppe insbesondere diejenigen 
betrachten, für welehe die Anzahl der Werthe der unabhängigen Variabeln 


&, in denen, auf geeigneten Wegen fortgesetzt. der Integralquotient 7 den- 


| 
selben Werth erreicht, eine endliche ist. 

Auf den folgenden Blättern werden die nothwendigen und hinreichen- 
den Bedingungen für das Eintreten dieses Falles unter der Voraussetzung 
entwickelt, dass die Gruppe der Differentialgleichung eine Fuchssche sei. 
Bei dieser Gelegenheit gebe ich auch eine Verallgemeinerung und Anwen- 
dung der von mir**) für einen besonderen Fall Fuchsscher Funetionen mit 
symmetrischer Gruppe durchgeführten Erzeugungsweise dieser Funetionen 
durch unendlich oft wiederholte "Transformation. 


3 
Wenn in der Differentialgleichung 
\ Hy ___ PR En 
(A.) de” y=0((ö)y, 


II (S—b,)' 
x] 


*) Dieses Journal Bd. 110, S. 130 —157. 
**) Ebenda Bd. 105, S. 181—232. 
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wo g(S) eine ganze rationale Function vom höchstens (r—2)ten Grade in 
bedeutet, die unabhängige Variable & als Function des Integralquotienten 
; von endlicher Vieldeutigkeit sein soll, so genügt 5 einer Gleichung 
der Form: 

(1.) P+A ME" +A,n) = 0, 
wo p eine positive ganze Zahl, A,(n), ..., A,(n) eindeutige Functionen von 
nr bedeuten. Bezeichnen wir mit $&,, ..., $, die p verschiedenen Zweige der 


durch die Gleichung (1.) definirten Function $ von n und setzen, nach dem 
Vorgange von Herrn Fuchs *), 


Un 


3 


(2.) 2 = Id-3)= vn) 


so ist w(n) eine eindeutige Funetion von n, die aber auch eine eindeutige 
Funetion von $ sein muss, da bei einem Umlaufe von $ die $,, ..., 5, nur 
eine Permutation erfahren können. Folglich bleibt w(n) ungeändert, wenn 
wir auf 7 eine Substitution der zur Differentialgleichung (A.) gehörigen 
Gruppe @ anwenden. Eine Gruppe linearer Substitutionen, durch deren 
Anwendung auf die unabhängige Variable einer eindeutigen Function diese 
Funetion ihren Werth nicht verändert, ist nothwendig eine discontinuirliche, 
d.h. eine Fuchssche oder Kleinsche Gruppe; wir schliessen demnach, dass 
die Gruppe @ eine discontinuirliche sei. Es kann aber w(n) auch nicht an 
zwei verschiedenen Stellen 7, die nicht durch Substitutionen von @ aus 
einander hervorgehen, denselben Werth annehmen, da der Ausdruck w(n) 
in jedem der Zweige &, (z=1,2,...,p) vom ersten Grade ist; die Gruppe 
G ist daher vom Geschlecht Null, und jede zu @ gehörige Fuchssche oder 
Kleinsche Function ist rational durch e= w(n) darstellbar. Insbesondere 
folgt, dass die Coeffieienten A,(n), ..., A,(n) der Gleichung (1.) lineare 
Funetionen von z sein müssen, und da dieselben nur unendlich werden 
können, wenn eines der &,, ..., $, unendlich wird, d. h. nur an einer Stelle 
n innerhalb des zur Gruppe @ gehörigen Fundamentalpolygons, so haben diese 
linearen Funetionen denselben Nenner, d. h. x ist eine rationale Function 


9(8) 
h(&) 


von &, wo g, h ganze Functionen pten Grades von 5 ohne gemeinschaftlichen 


(3.) r= 


*) Acta Mathematica Bd. 1, 8. 335. 
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T'heiler bedeuten. Die Differentialgleichung 


1° \ 
8) MU = Pop, 


welcher 


dp(n) \: 
y=( dn  $payıll 


genügen, geht also durch die rationale Transformation 


dar \} 1 
(GE) » FT 


aus (A.) hervor, es ist demnach: 
Il. jede aus den Elementen 


yı = () = 917 


eines Fundamentalsystems von (A.) gebildete invariante eindeutige Form*) die 
Wurzel aus einer rationalen Function von &. 

Wir schliessen hieraus, dass die Wurzeln der zu den singulären 
Punkten von (A.) gehörigen determinirenden Fundamentalgleichungen ratio- 
nale Zahlen und die wesentlich singulären Stellen der Gruppe @ insgesammt 
wesentliche singuläre Punkte (Punkte der Unbestimmtheit) für die Funetion 


- 


5 vonnsind. Haben also Z,, Z,, ..., Z, dieselbe Bedeutung wie in meiner 


{ 


Arbeit**), so existirt, wenn 9 > 1 ist, 5 als Function von n, ebenso wie x 


’ 


nur in einem der Bereiche L,, Z,, ..., Z,, und die functionale Beziehung 


zwischen 5 und „ wird durch die eindeutige Gleichung (1.) vollständig dar- 
gestellt. Es soll nun die Beschaffenheit der rationalen Funetionen 0($) 
9(8) 
h(&) 


tinuirliche Gruppe @ oder, was dasselbe ist, für eine bestimmte Differential- 


und eingehender diseutirt und insbesondere für eine gegebene discon- 


gleichung (B.) die Form der Wurzeln der determinirenden Fundamental- 
gleichungen der Gleichung (A.) angegeben werden. Wir wollen jedoch 
der Einfachheit wegen voraussetzen, dass die Gruppe @ eine Fuchssche 
und der Existenzbereich Z der Funetionen 5 und z von n ein einfach zu- 
sammenhängender sei, in dessen Inneren sich keine wesentlich singuläre 
Stelle der Gruppe befindet. Z ist dann im Allgemeinen eine Kreistläche, 


”) Dieses Journal Bd. 110, S. 143. 
”*) 2.2.0. S. 134. 
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nur in gewissen Grenzfällen (wenn nämlich die in meiner Arbeit*) mit v 
bezeichnete Zahl Null oder positiv ist) erfüllt Z die ganze Ebene. 


II. 
Es seien @,, @, ..., 4,, A, = x die singulären Punkte der zur 


\ .. . . ’ . . 1 * . » 
Gruppe @ gehörigen Differentialgleichung (B.) und —- die Differenzen der 


ß. 


Wurzeln derzus=a, (2=1,2,...,»+1) gehörigen determinirenden Funda- 
mentalgleichungen, wo also die ?, positive ganze Zahlen bedeuten oder auch 
(für logarithmisch singuläre Punkte) unendlich gross sein können. Bedeutet 
yp(f) eine rationale Function pten Grades von £, d.h. eine rationale Func- 
tion, deren Zähler oder Nenner von gemeinsamen Factoren befreit, bis zum 
pten Grade ansteigt, und setzen wir in die Differentialgleichung (B.) 


(1) 2=90, y=(7)y 
ein, so erhalten wir eine Differentialgleichung 

(C) Ge = ROy 

{ 

für y, wo A(t) eine rationale Function von £ bedeutet, in welcher £ als 
Funetion des Integralquotienten 7 im Allgemeinen p-deutig ist, und es sind, 
wenn wir unter g(t) die allgemeinste rationale Function pten Grades ver- 
stehen, nach den Ergebnissen der vorigen Nummer in der Form (C.) auch 
alle Diiferentialgleichungen enthalten, deren Gruppe @ und deren unab- 
hängige Variable eine p-deutige Function des Integralquotienten n ist. 
Bei besonderer Wahl der rationalen Function g(f) kann es jedoch eintreten, 
dass die Anzahl r der t-Werthe, für welche 7 denselben Werth zu er- 
reichen vermag, kleiner ist als p; in diesem Falle muss offenbar durch An- 
wendung der Transformation (1.) auf die Differentialgleichung (B.) die 
Gruppe @ der letzteren eine Reduction erfahren haben, d.h. es ist die 
Gruppe der Differentialgleichung (C.) nur eine Untergruppe @' von G, und 
zwar nach Nr. I eine solche vom Geschlechte Null. Sei alsdann 7 jene 
zur Untergruppe @ gehörige Fuchssche Function, durch welche sich alle 
anderen rational ausdrücken lassen, so ist: 


2 = vn), 


*\) 2.2.0. 8. 144. 
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und nach No. I: 

= pl), 
wo w(r), y,(#) rationale Functionen ihrer Argumente, y,(f) eine solche vom 
rten Grade bedeuten. Setzen wir nun in die Differentialgleichung (B.) 


r / de I 
(2. e=yl), y=l) u 
so erhalten wir eine Differentialgleichung 
’ d’u " 
(B'.) en S()u, 


mit eindeutig umkehrbarem Integralquotienten, deren Gruppe @ ist, und 
welche durch die Transformation 


Ag 
(3) =, u=-(7)y 

in (C.) übergeht. Die beliebige rationale Transformation (1.) lässt sich 
also stets in zwei hinter einander auszuübende ebenfalls rationale Trans- 
formationen (2.) und (3.) spalten, von denen die erstere die Reduction der 
Gruppe, die letztere die Mehrdeutigkeit der aus dem Integralquotienten 
entspringenden Umkehrungsfunetion bewirkt. Die Natur der die Gruppe 
redueirenden rationalen Transformationen (2.) ist aus der Theorie der Fuchs- 
schen Funetionen wohlbekannt, es muss nämlich*) 7 als Funetion von x 
sich nur allein an den Stellen a, &, ..., a,., und zwar daselbst derart 
verzweigen, dass die um Eins vermehrten Ordnungszahlen der über 2 =a, 
gelegenen Windungspunkte, wenn /, eine endliche Zahl ist, 'T'heiler von 
P,, dagegen, wenn 9, = x, ganz beliebige sind. Auf Grund dieser Eigen- 
schaft der Transformation (2.) lässt sich, wenn die Differentialgleichung (B.) 
gegeben ist, für jede rationale Transformation (1.) auf algebraische Weise 
entscheiden, ob in der Differentialgleichung (C.) die Mehrdeutigkeit von t 
als Function von 7 mit dem Grade von g(f) übereinstimmt oder nicht, es 
lässt sich also in jedem gegebenen Falle die allgemeinste Form einer 
Differentialgleichung (C.) mit der discontinuirlichen Gruppe @ und p-deutig 
umkehrbarem Integralquotienten angeben. 

Betrachten wir nun die zu der Differentialgleichung (B.) gehörige 


allgemeine Primform**) als Function der mit x durch die rationale Gleichung 
er _ I) 
(4.) I = p (t) \e h (t) 


*) Vergl. Poincare, Acta Mathem. Bd. 4, $ 16, S. 2851. 
**) Dieses Journal, Bd. 110, S. 146. 
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verknüpften Variabeln £ Mögen dem z=a, (z=1,2,...,n+1) die Werthe 
t=b) (=1,2,...,u,) als 4”-fach zu zählende Wurzeln entsprechen, so 
dass also 

My 
(@) Zi =p, 


und setzen wir überdies voraus, dass by") = % sei, dann ist 


B Un+ım! „(r+1) 
(d.) hl) = LU N! „ 
und wenn 
parge n Mix „Anm u 
(6) hg—gh = IDA-09)" " M d-ber" " I-b), 
x=liel jun Feier 


wo g, 4 die Ableitungen von g, A nach £ und b,, ..., b, von den b/” ver- 
schiedene Grössen bedeuten: so haben wir die Gleichung 


u 


n+1 
(7.) u = 2p—2- 3 2 Aam_1). 
a==1:. mi 


Die Differenz der Wurzeln der zu = b!* gehörigen determinirenden 
Fundamentalgleichung der Differentialgleichung (C.) ist 

a” 

Be’ 
diese Punkte sind also wesentlich singuläre, unwesentlich singuläre oder 
reguläre Stellen, je nachdem 4{” kleiner als ?,, ein Vielfaches von P, oder 
gleich /, ist; dagegen sind t=b,, ..., b„ im Allgemeinen, d. h. wenn 
diese Werthe sämmtlich von einander verschieden sind, unwesentlich singu- 
läre Punkte, und die Differenz der Wurzeln der zu denselben gehörigen 
determinirenden Fundamentalgleiehungen ist gleich Zwei. 

Wir schreiben die allgemeine Primform in der Gestalt: 


u he " (+35 2 1 
F’yı, 9) = iX) = (ar+b) I (@—a,) ge 


und in den Elementen 


ln ke 


des zur Differentialeleiehune (C.) eehörieen Fundamentalsvstems: 
oO Oo be) tw) 


UN? “ 
2, W)=(5,) Fo, W)=WXG); 


(8.) 
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=] 
— 


dann ist den Gleichungen (5.), (6.) zufolge: 
| PY, y) 





Sue al (+ _...”) 
n Hx af 4 Wear Yry Til Are EN a 5 Kaaar ae = 
= f() II IIA-b9) \ I (-be*®) 2 


zal = i 


[Li (t— b) 
wo 

(9.) fd = agÜ-+bh(t) 
gesetzt wurde. Bezeichnen wir mit b,, b,,...,b,,b,,,= x die sämmtlichen 
singulären Punkte der Differentialgleichung (C.), mit d, die nicht negative 
Differenz der Wurzeln der zu b, gehörigen determinirenden Fundamental- 
gleichung, so stellt der Ausdruck 


i ’ 1 u | 5 
(10.) KOBTLI a7 2) 
wo 
(11.) — 2 BE TE AR 


ist, eine ganze invariante eindeutige Form von Y,, y, dar, welche innerhalb 
des Existenzbereichs Z der Funetion z von n nur an den den Wurzeln von 
fd = 0 entsprechenden n-Werthen, also nach Gleichung (9.) innerhalb des 
zur Gruppe @ gehörigen Fundamentalbereichs nur an einer Stelle 7 ver- 
schwindet. Dieser Ausdruck ist also eine Primform, welche dieselbe Null- 
stelle hat wie 2(y,,y,); er muss also nach dem "T’heorem 1), No. Il meiner 
Arbeit*) mit ?y,, y,) übereinstimmen. Wir schliessen hieraus, dass 

y 

p 

ist, ein Resultat, welches sich auch durch direete Ausreehnung verifieiren lässt. 
Ist keines der ?, unendlich, also auch keines der Öd, gleich Null, so liefert 


(12.) N — 


ji 2 1 . “ i h : 
die Zahl su die Anzahl der Nullstellen von y, als Function von f, wobei 


jede Nullstelle mit ihrer zugehörigen Ordnungszahl, die Unendlichkeitsstellen 
als negative Nullstellen zu zählen sind. Da @ eine Fuchssche Gruppe ist, 
so ist der mit 2 multiplieirte absolute Betrag derselben Zahl gleich dem 
pseudosphärischen Inhalt (dem Poincareschen S) des zur Differentialgleichung 
(C.) gehörigen Fundamentalbereichs, und da dieser offenbar aus p neben 
einander oder über einander oder theils neben, theils über einander gelagerten 


*) Dieses Journal Bd. 110, S. 147. 
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Fundamentalbereichen der Differentialgleichung (B.) besteht, (je nachdem 
nämlich # eindeutig oder p-deutig oder von geringerer als p-facher Viel- 
deutigkeit in ) ist), ist die Gleichung (12.) auch geometrisch evident. 

Da die Differentialgleichung (A.), in welcher & eine p-werthige Function 
von n ist, in der Differentialgleichung (C.) enthalten sein muss, gelten die 
hergeleiteten Formeln, wenn wir in denselben 5 an die Stelle von # setzen, 
unmittelbar für die Differentialgleichung (A.). Wir haben also das T'heorem: 

I. Wenn in der Differentialgleichung (A.) die unabhängige Variable 
als Function des Integralguotienten von endlicher Vieldeutigkeit sein soll, so 
muss die Zahl N ein aliquoter Theil der Zahl v sein; die letztere ist unmittel- 
bar gegeben, sobald die Gruppe der Differentialgleichung (A.) bekannt ist. 

Bedeutet o, die kleinere der Wurzeln der zu = b, gehörigen deter- 
minirenden Fundamentalgleichung, ist also 

0; = 3-3 Ö;, 


so ist im Allgemeinen jede Primform uten Grades, wo Jul = 





v| ist, in 
der Umgebung von S=b, in der Gestalt: 


47 er u0; Er 
(13.) Db = (£-b,) “"W($) 
darstellbar, wo W(£) die Wurzel aus einer rationalen Funetion ist, die für 
5—b, einen endlichen von Null verschiedenen Werth hat. Nur wenn dem 


— b, der Werth ze =a entspricht, lautet”) für die zu e=a gehörige Prim- 


U 


form «ten Grades 2, die Entwiekelung in der Umgebung von $=b, 
(14.) BD, = (E-I) "Rt wWee), 

wo W(S) dieselbe Bedeutung hat wie in Gleichung (13.), und wo, wenn a 
ein singulärer Punkt der Differentialgleichung (B.) und das zugehörige > 
eine endliche Zahl ist, u,? = vr, dagegen wenn $ = x oder a eine nicht singu- 
läre Stelle ist*”), «,= v zu nehmen ist. Es gilt also das folgende, für die 
algebraisch integrirbaren Differentialgleichungen von Herrn Fuchs ***) auf- 
gestellte 'T’'heorem: 

Il. Von den zur Differentialgleichung (A.) gehörigen Primformen hat 
in der Umgebung des singulären Punktes <= b, eine die Gestalt (14.), die 
übrigen die Gestalt (13.). 


Verel. a.a. 0. S. 146. 
a.a.0. No. III S. 152. 
Bd. 85. 


* \ 
/ 

ES \ 
# 
SEN 


Dieses Journal Ss. 17. 








Schlesinger, über lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


Ferner ergiebt sich aus dem Vorhergehenden unmittelbar: 

Ill. Die Nenner der Wurzeln der zu nicht logarithmisch singulären 
Punkten gehörigen determinirenden Fundamentalgleichungen der Differential- 
gleichung (A.) sind Theiler der Zahlen 2%, (wo z diejenigen der Zahlen 1, 
2, ..., n+1 bedeutet, für welche /, einen endlichen Werth hat); für 
logarithmisch singuläre Punkte haben die determinirenden Fundamentalgleichungen 
gleiche Wurzeln. 

Wenn die Differentialgleichung (A.) durchaus algebraische Integrale 
hat, können bekanntlich*), falls der Grad der Primform niedrigsten Grades 
grösser als zwei ist, die 5, nur die Werthe 2, 3, 4, 5 annehmen; in diesem 
Falle stimmt unser Satz Ill. mit dem Theorem von Herrn Fuchs**) 


J 


über- 
ein. Der hier gelieferte Beweis desselben beruht auf wesentlich anderen 
Prineipien als die vier verschiedenen Beweise, welche Herr Fuchs ***) für 
sein Theorem gegeben hat; für den auf endliche Werthe der ?, bezüglichen 
Theil des Satzes III. möge hier noch ein zweiter Beweis folgen. 

Seien I, 3, ..., &,, 2, die Substitutionen, welche ein wohl- 
bestimmter Zweig von n erleidet, wenn die unabhängige Variable x der 
Differentialgleichung (B.) einfache, positive Umläufe um die Punkte a,. 
Ayy 2.5, Gy, A,;, vollzieht, und seien @,., @s, +++, Ans Ay = X diejenigen 
dieser singulären Werthe, für welche 5, einen endlichen Werth hat. 
Dann sind die Substitutionen &,, (2=1,2,...,m+1) elliptische von der 
Periode /,,, d.h. es ist 

(15.) ze =1l, 
und wenn wir mit «,, denjenigen Werth bezeichnen, welehen jener Zweig 
von n im Punkte r=a,, annimmt, ist «,, der innerhalb des Existenzbereichs 


14 N 


L der Function x von n gelegene Doppelpunkt von &,. Da &,...,2 
ein System von Fundamentalsubstitutionen der Gruppe @ constituiren und 
© FR Sm 

ist, werden durch die Formel 
(16.) zer (/, l, 2, 220, Aug) 


die sämmtlichen elliptischen Substitutionen der Gruppe @ dargestellt, welche 


***) Ebenda. 


Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 4. 
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n= @, zum Doppelpunkt haben. Da ferner als Doppelpunkte von ellipti- 
schen Substitutionen der Gruppe @ nur solche innerhalb Z gelegenen 7- 
Werthe fungiren können, die den Punkten «,, congruent sind, d.h. aus 
diesen durch Substitutionen der Gruppe hervorgehen, werden wir die Ge- 
sammtheit der in der Gruppe @ enthaltenen elliptischen Substitutionen er- 
halten, indem wir die Substitutionen (16.) für z=1, 2, ..., m+1 mit allen 
Substitutionen von @ transformiren; insbesondere werden also alle elliptischen 
Substitutionen, welche dem «,, eongruente Punkte zu Doppelpunkten haben, 
in der Form 


A vr ‘ r 
Ss2,’s % (,„=1, 2, ...,. Ber) 


enthalten sein, wo S eine beliebige Substitution von @ bedeutet. Nun sind 
die Substitutionen U”, welche jener Zweig von n erfährt, wenn die unab- 
hängige Variable $ der Differentialgleichung (A.) einfache positive Umläufe 
um die Punkte $ = b{“ vollzieht, offenbar elliptische Substitutionen von G, 
deren innerhalb Z gelegene Doppelpunkte dem Punkte 7 = «,, congruent 
sind, folglich ist 


(ex) 
7\ 
BE (ex (ex)\—1 
UN = SI, (SM), 
wenn 


St) (a,) 


den innerhalb Z gelegenen Doppelpunkt von U” bedeutet. Sei nun 
“9 der Nenner der positiven Differenz d‘ der Wurzeln der zu &= 5) 
gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung, so ist A” die kleinste 
Zahl, für welche 
„(ex) 
ru . L, 
und folglich ist nach Gleichung (15.) 


AD = EB 
wo oe eine ganze Zahl ist, die mit |” keinen Theiler gemein hat. Hier- 
aus ergiebt sich: 
Pu» = 0 (mod. Pl”), 

d.h. der Satz Ill. 

Wenn die Differentialgleichung (B.) bekannt ist, so lässt sich auf 
Grund der vorhergehenden Entwickelungen stets durch einen endlichen 
Process entscheiden, ob $ als Function von n7 von endlicher Vieldeutigkeit 
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ist oder nicht. Dies ist also z. B. stets möglich, wenn = x und 


| dy 
u Ka)y+-3) 
) Yw(z) ( \ )Y dr 
wo 
i do ’ 
v- 6-4 _po) 


und 6 eine beliebige rationale Function von = bedeutet, d.h. wenn *) die 
Differentialgleichungen (A.) und (B.) nach der Bezeichnungsweise von 
Riemann**) zu derselben Klasse oder nach der von Herrn Poincare***) zu 
derselben Art (esp&ce) gehören. In vielen Fällen lässt sich jedoch diese Frage 
für eine gegebene Differentialgleichung (A.) auch ohne Kenntniss der Diffe- 
rentialgleichung (B.), wenigstens im negativen Sinne, entscheiden. Ergiebt 
sich z. B. für die Zahl N ein positiver Werth, so muss, damit 5 von end- 
licher Vieldeutigkeit in n sei, die Differentialgleichung algebraisch integrir- 
bar sein, es bedarf also nur der Anwendung der von Herrn Fuchs an 


gege- 
benen Kriterien. Wenn für einen singulären Punkt die Differenz der 
Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichung eine ganze Zahl, dieser 
Punkt aber kein unwesentlich singulärer ist, so ist $ jedenfalls unendlich 
vieldeutig in 7, wie aus dem Theorem Ill, aber auch schon daraus folgt, 
dass 5 in der Umgebung eines diesem Punkte entsprechenden n7- Werthes 
selbst von unendlicher Vieldeutigkeit ist; als Beispiel für diesen Fall kann 
etwa die Differentialgleichung dienen, welcher die Periodieitätsmoduln des 
elliptischen Integrals zweiter Gattung als Funetionen des Moduls genügen. 
Im allgemeinen Falle leitet die Analogie mit den auf die algebraisch inte- 
grirbaren Differentialgleichungen bezüglichen Resultaten von Herrn Fuchs 
auf eine Methode, welche eine Beantwortung der angeregten Frage auch 
ohne Kenntniss der Differentialgleichung (B.) gestattet, und die überdies 
einige Gesichtspunkte zu Tage treten lässt, die vielleicht der Mittheilung 
nicht unwerth erscheinen. 


Ill. 


Der in Nr. I aufgestellte Satz I. lässt sich in folgender Weise um- 
kehren: 


*) Vgl. Poincare, Acta Mathematica Bd. 5, S. 220. 
**) (gesammelte Werke, Nachlass, S. 361. 
") 48.0. 8. 212. 
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I. Wenn eine aus den Elementen Y,, 4, eines Fundamentalsystems der 
Differentialgleichung (A.) gebildete invariante eindeutige Form die Wurzel aus 
einer rationalen Function von 5 ist, so ist 5 als Function von n von endlicher 
Vieldeutigkeit. 

Zum Beweise dieser Umkehrung genügt es, auf die Gleichung (10.) 
Nr. I meiner Arbeit”) zu verweisen, in welcher unter der in unserer Be- 
hauptung enthaltenen Annahme das zweite Glied eine algebraische Function 
von S ist. Aus dem analogen Satze für die Differentialgleichungen mit 
durchaus algebraischen Integralen **) fliessen bei Herrn Fachs die Kriterien 
für die algebraische Integrabilität, weil 1) bekannt ist, dass, wenn der Grad 
der Primform niedrigsten Grades grösser als 2 ist, die oben mit ?, bezeichneten 
Zahlen nieht grösser als 5 sein können, und 2) vermöge der T'hatsache, dass 
bei Herrn Fuchs die ganzen invarianten Formen ganze rationale Functionen 
der Y),, 9, sind, leicht übersehen werden kann, wie sich eine solche Form 
verhält, wenn man in derselben y,, 9, durch ein Fundamentalsystem «,, %, 
einer beliebigen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit in S 
rationalen Üoeffieienten ersetzt und die unabhängige Variable 5 alle möglichen 
Umläufe vollziehen lässt. Untersuchen wir, in wie weit diese beiden Um- 
stände in unserem allgemeinen Falle zutreffen. 

Was zunächst den ersten Punkt anlangt, so lässt sich, wenn die 
Differentialgleichung (A.) gegeben ist, auf folgende Weise eine stets angebbare 
obere Grenze für die endlich bleibenden 5, bestimmen. Da für NO 
P,.=- 6 sein muss, können wir N<Z0, also nach Gleichung (12.), Nr. II, 
auch » <0 voraussetzen. Dann ist, wenn alle 5, (z=1,2,...,»-+1) un- 
endlich gross sind, (l—»)vr =2, und wenn die sämmtlichen ?, den Werth 
2 haben, (3—»)v =4; folglich ist allemale 

n—1 -_ 1 
v 


n—3 


4 


Es bedeutet » die Anzahl der Fundamentalsubstitutionen der zur Differential- 


gleichung (A.) gehörigen Gruppe, also nr, ferner ist fürn =2, —v — 42, 


IV 


») nn 


_— 





(—r=42 entspricht f, =2, Aa =3, = 17), also 
v BR a —1 
=p << 42 


N ns N 
d.h. wir haben für v = Np ebenso wie für » nur eine endliche Anzahl von 


*) Dieses Journal Bd. 110, S. 140. 
“*) Dieses Journal Bd. 81. 
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Möglichkeiten. Denken wir uns den Zahlen v, » ein bestimmtes der für 
dieselben als möglich erkannten Werthsysteme beigelegt, und sei ov = —o 
wo 0, o positive ganze Zahlen ohne gemeinsamen Theiler bedeuten, so 
ist also: 


n—+1 1 . 
05 = o(n—1 )—20, 
go] Br. ! ö 
folglich 
Q 
* = om—1)— 20 
aber jedenfalls %,— 2. Sei u die sich so ergebende ganzzahlige untere 
Grenze für ?,, so unterliegt die Maximalanzahl a derjenigen /?, die un- 
endlich gross sein können, der Beschränkung 
(n— 1)— 20 
a EL. . u, 
—: 0 
Sei nun a die Anzahl der unendlich grossen /,, so ist für jedes end- 
liche B,: 
l ni Ka 
Da 0 Eu 
wo die «, als die möglichst kleinsten, aber nieht unterhalb « liegenden 
positiven ganzen Zahlen zu wählen sind, für welche die linke Seite dieser 
Ungleichung einen positiven Werth erhält, der nicht grösser ist als 1. 
o o ) Oo 2 
Also giebt es für jedes Werthsystem v, », 4, und da diese nur in be- 


“ 


schränkter Anzahl vorhanden sind, überhaupt, eine obere Grenze w für die 
endlich bleibenden /,. 

Wenn wir holoedrisch isomorphe Gruppen als nicht wesentlich von 
einander verschieden betrachten, so ist nunmehr leicht einzusehen, dass es 
nur eine endliche Anzahl wesentlich verschiedener Gruppen geben kann, 
welche den Anforderungen genügen, die vermöge der postulirten Beschaffen- 
heit der Differentialgleichung (A.) an die Gruppe derselben zu stellen sind. 
Bezeichnen wir nämlich die Seiten des Fundamentalpolygons der Gruppe @ 
der Reihe nach mit 1, 2,..., 2, so können wir in der von Herrn Poincare*) 
benutzten Schreibweise das Fundamentalpolygon durch das Symbol 

(1.) (1, 22; 2, 2n—1; ...; n, n+l) 


7 
darstellen, und es bilden die Ecken (1,2») und (n, r»+1) jede für sich, 
dagegen die Ecken (z<—1,z) und (2n—z, 2n—z-+1), fürz=2,5,..., (n—1), 


zusammen je einen Cyklus; wir bezeichnen diese Cykeln mit (1), (n+1) 


7 


*) Acta Mathematica Bd. 1, S. 36. 
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beziehungsweise (z.). Bedeutet dann S, die Substitution, welche die Seite 
z in 2n—x überführt, und setzen wir 

E — S,, >, = BB. Ds = S,', (m=2 2... 
so ist &,, (2=1,2,...,”+1) eine elliptische Substitution von der Periode 


gg 2 z 
P,, wenn die Summe der Winkel des Cyklus (z) - . beträgt, d.h. 





+ 


(2.) 1, 
dagegen ist &, eine parabolische Substitution, wenn ,= x ist. Die Re- 
lationen (2.) sind die einzigen Fundamentalrelationen der Gruppe *), und folglich 
sind zwei Gruppen, für welche das Symbol (1.) und die Werthe der Zahlen 
/?, libereinstimmen, holoedrisch isomorph **), also nicht wesentlich von ein- 
ander verschieden. Da die Gruppe der Differentialgleichung (A.) eine 
Fuchssche vom Geschlecht Null sein soll, ist das Symbol (1.) vollkommen 
determinirt, sobald die Zahl » gegeben ist, und vermöge unserer Forderung 
muss »<— r sein, während die ?, nur die Werthe 2, 3, ..., » oder ® an- 
nehmen können. Es ist also eine blosse Aufgabe der Combinatorik, die An- 
zahl der in Betracht zu ziehenden, wesentlich verschiedenen Gruppen zu 
bestimmen, und von dieser schon an sich endlichen Anzahl sind alsdann zu 


\ 


Folge des Satzes Ill. voriger No. nur diejenigen beizubehalten, für welche 
sich in dem System der endlichen 5, Vielfache von allen Nennern der 
von Null verschiedenen Differenzen der Wurzeln der zur Differentialgleichung 
(A.) gehörigen determinirenden Fundamentalgleiehungen vorfinden, und für 
welche die Gleichung (12.) voriger No. sich durch eine ganze Zahl p be- 
friedigen lässt. Man erhält auf diese Weise ein endliches Schema von wesent- 
lich verschiedenen Gruppen-Typen, unter denen sich nothwendig einer finden 
muss, der mit der Gruppe unserer Differentialgleichung holoedrisch isomorph 
ist, wenn S als Function von n von endlicher Vieldeutigkeit sein soll. Greifen 
wir einen dieser Typen heraus, so wird derselbe gegeben durch eine Gruppe 
/, die noch von einer gewissen Anzahl willkürlicher Constanten abhängt: 
wir können z. B. die innerhalb beziehungsweise auf der Begrenzung von Z 
velegenen Doppelpunkte eines Systems von elliptischen beziehungsweise 
parabolischen Fundamentalsubstitutionen als diese willkürlichen Constanten 
betrachten. Dann handelt es sich zunächst darum, für diese Gruppe /' 
eine in zwei Unbestimmten «,, a, homogene ganze invariante Form, am 


ol. Poincare, a.a.0. S. AT. 
J 


. Vgl. ebenda S. 10. 
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besten gleich die allgemeine Primform aufzustellen, d. h. also einen in «,, 
a, homogenen, für endliche Werthe der «,, «, endlich bleibenden Ausdruck 
P(u,u) vom Grade v anzugeben, wo 
1 


130-2) 


=>] 


. . . . . u, . \ . . 
der sich nur mit einer Constanten multiplieirt, wenn „ eine Substitution der 
l 


Gruppe erleidet, und der, mit a)” multiplieirt, in eine eindeutige Funetion von 
u 


—- übergeht, die innerhalb des Fundamentalbereichs der Gruppe nur an 


u, 


einer Stelle verschwindet. Wir werden in den Nummern IV. und V. ein 
Verfahren beschreiben, welches zur Herstellung eines solehen Ausdrucks 
P(u,,u,) führen kann. Setzen wir nun in D(u,, ) für «,, «, ein Fundamen- 
talsystem von Integralen einer beliebigen Ditterentialgleichung zweiter Ord- 
nung mit in $ rationalen Coefficienten, 


j d’u ui 
(3.) Zu" R(S)u, 
und — wir kommen damit auf den zweiten der für die algebraisch integrir- 
baren Differentialgleichungen hervorgehobenen beiden Punkte — studiren 
wir das Verhalten von P(u,,«,), wenn & Umläufe vollzieht. Durch einen 
x : ö u, ’ i 
geschlossenen Weg von 5 erfahren a,. a, beziehungsweise — eine lineare 


Substitution T der zur Differentialgleichung (3.) gehörigen Gruppe E, es 
wird also P(w,,@,) übergehen in einen ähnlich beschaffenen Ausdruck 
PD (u,,%,), der aber nicht mehr für die Substitutionen der Gruppe /', sondern 
für die der transformirten Gruppe T/'T' invariant bleibt. Diese trans- 
formirte Gruppe ist aber mit der ursprünglichen holoedrisch isomorph, also 
bewirkt ein Umlauf von 5 in D(u,.u,) nur eine Abänderung der in diesem 
Ausdruck auftretenden willkürlichen Constanten, von denen der Typus I’ noch 
abhing, und durch deren Fixirung eine bestimmte Gruppe dieses Typus charak- 
terisirt wird. Auf die eingehende Untersuchung der Veränderungen, welche 
diese willkürlichen Constanten in & erleiden, wenn die Gruppe /' durch 
die Substitutionen einer anderen Gruppe E transformirt wird, hoffe ich in 
einer besonderen Arbeit zurückkommen zu können; diese Untersuchung 
wird uns kennen lehren die Natur der Abhängigkeit des Ausdrucks 


P(u,,ua,) von der unabhängigen Variabeln & der Differentialgleichung (3.), 


\ 
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d. h. also, wenn 

Du, % = J() 
ist, die Eigenschaften von J(£) und die Art, wie in diese Funetion die will- 
kürlichen Constanten von D und die constanten Coeffieienten der rationalen 
Funetion R($) eingehen. Es muss dann entschieden werden, ob sich die 
willkürlichen Constanten in ? so wählen lassen, dass, wenn man «4, =). 
%=)Y, R(S)= (Ol!) setzt, 


Se ) 
x 3 d,) 


Du. u) = [&) I (E-b,) 
wird, wo hi 
P=% 
v 
und f(£) eine ganze rationale Function pten Grades von & bedeutet. Diese 
Entscheidung ist für jeden der in dem aufgestellten endlichen Schema 
enthaltenen Gruppen-Typen durchzuführen, und wir wissen, dass es für die 
endliche Vieldeutigkeit der Function & von n nothwendig und hinreichend 
ist, dass wenigstens für einen dieser T'ypen die Entscheidung im bejahen- 
den Sinne erfolge. 


IV. 

Dasjenige, was einem Typus holoedrisch isomorpher Gruppen gemein- 
sam ist, habe ich in meiner Arbeit*) als die Arithmetik der Gruppe bezeichnet; 
wir wollen uns die Aufgabe stellen, für eine Fuchssche Gruppe 7, wenn nur 
die Arithmetik derselben bekannt ist, die allgemeine Primform vten Grades 
anzugeben. Die Arithmetik von 7’ ist bestimmt durch die Anzahl » der 


Fundamentalsubstitutionen, und durch die Summen der Winkel, die zu 


2 
Pr 
den von den Ecken des Fundamentalpolygons gebildeten Cykeln gehören. 
Es soll nun zunächst für die Gruppe 7’ ein System immer enger werdender 
Untergruppen mit endlichem Quotienten aufgestellt werden. 

Zu diesem Ende betrachten wir eine Gruppe E, die auch aus n 
Fundamentalsubstitutionen gebildet ist, für welche aber alle 5, unendlich 
gross sind; zwischen den Fundamentalsubstitutionen einer solchen Gruppe 
bestehen keinerlei Fundamentalrelationen, und E ist meroedrisch isomorph 
mit /*®). Die Gruppe E geht in die Gruppe /' über, wenn wir, unter 


e4 


*) Dieses Journal Bd. 105, S. 213. 
“*) Vergl. Poincare, Acta Mathematica Bd. 1, 8.47. 





EEE 
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Beibehaltung der in der vorigen Nummer für die Fundamentalsubstitutionen 
eingeführten Bezeichnungen, in den Substitutionen von E setzen: 


(1.) zu = 1, @=1,2,...,041): 


wir schreiben dies: 


+ 


E = I'(modd.&,*—1). (a1 


) 
Wir können also die Zerlegung von /' durehführen, indem wir erst E zev- 
legen und dann alle Substitutionen von E mit Hülfe der Gleichungen (1. 
redueiren. Die Zerlegung von E bewirken wir auf folgende Weise. Wir 
bilden die z, = »n(2»r—1) Substitutionen 


(2.) S:, S,S;S,, S,S7'S,, en 
bezeichnen sie in der Aufeinanderfolge: 
DE Bil nun he BEE 5 55, 
ME. un 2 BE EEE rer: 
mu. sc. e 


S, S, S, Pr N, = S, 5 . . .. I, I, n N Bu: 


der Reihe nach mit SV, (z=1,2,...,n,), und eonstruiren aus denselben 
als Fundamentalsubstitutionen eine Gruppe E,. Sei dann 


2 


f y 
U = SS, Fe Up 
J u k 2, k P . r . » 4 % | FR u) 


6: 
#u ? 


irgend eine Substitution von E, wo die 4, %, ..., %, irgendwelche der 


Zahlen 1, 2, ..., n, die 4, positive oder negative ganze Zahlen bedeuten. 


und nennen wir*) 
>| = Ind,U 


den Inder der Substitution U in Bezug auf die Gruppe E, so lässt sich 
nach dem in meiner Arbeit**) angegebenen Verfahren leicht zeigen, dass 
U in die Form 
(3.) | Um UW8?' 
gesetzt werden kann. Hierbei bedeutet U“) eine Substitution von E,, 2 
eine bestimmte der Zahlen 0, 1, 2, ..., », (wobei S,= 1 zu nehmen ist), 
und es ist 
Ind, U" < Ind,U, 


*) Verel. dieses Journal Bd. 105, S. 203. 
*#) 2.2.0. S. 206, 207. 


Journal für Mathematik Bd. EX. Heft 4. 
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wenn 
‚) 
UM — u (SW) * (> %#;-ı) 
i= = j 
und | 
701) 0) 
Ind, U” = 3 140 
i—1 ’ 
vesetzt wird. 
Es ist also 
F u N 1 
(d.) E = 5[LB, 3,..,8,8 7 


d.h. E, ist eine Untergruppe von E mit Bu endlichen Quotienten 
RT a ee a 3 


nn 93 n—1)9 
Seien nun die Substitutionen SY” (z=1,2,...,%; m =n,(2n,—1)) aus den 
su £ —1,2,...,2,) auf ähnliche Weise gebildet, wie diese aus den S, 
(2=1,2,...,n), und bezeichnen wir die aus den S(”? als Fundamental- 
EN REEL gebildete Gruppe mit #,, so ist 


E, = Ex(1, S®, ..., SD, (SO, ..., (SP), 


N; 


jede Substitution U“) von E, in der Form 
UND = USE 


darstellbar, wo U eine Substitution von E;, z, eine bestimmte der Zahlen 
0, 1,...,2., (S6’=1) und in leicht verständlicher Bezeichnungsweise 
Ind, U® < Ind, U" 
ist. Fahren wir in dieser Bildungsweise fort, bis wir zu einer aus den 
Fundamentalsubstitutionen 2”, =1,2,..,n; m =n,_,(2n,_,—1)) zu- 
sammengesetzten Gruppe E, kommen, so ist 
av | > 
E._;, = E,P,, 
wo 
BR (4—1) ( er (d—1)\—1 G—1)\—1 
Fi I Tr BT 
ist. Also haben wir 
E = E,.PıP,_..-Pı; 
und es ist jede Substitution U von E in der Form 


U=U® 7 (SW)E! 


=i—-14..210‘ 


darstellbar, wo z, eine der Zahlen 0, 1, ..., 2_., S”=S, und SP = 


# 
hingegen 


Ind, Ur’ < Ind, U—4+ 
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ist. Wir schliessen hieraus. ähnlich wie in meiner Arbeit*). dass 


(6.) limE, = limE;,,„=1. 


wo « eine beliebige positive ganze Zahl ist, und wenn 
VÖ, _. P,P, Ey 
gesetzt wird, 
liImO, = E. 


Redueiren wir in diesem für die Gruppe E entwickelten Algorithmus 
alle Substitutionen mit Hülfe der Gleichungen (1.), so erhalten wir einen 
analogen Algorithmus von Gruppen /", 7%, ... für die Gruppe 7', und es ist: 


T,=E, (modd.2%—1, <=1,2,..., s+l); 


bei dieser Reduction werden sich aber im Allgemeinen die Zahlen », auf 


kleinere Zahlen », erniedrigen. 


V. 

Sei nın 2=f(z) eine eindeutige Funetion von z, die bei Anwendung 
der Substitutionen von E auf z ungeändert bleibt, und durch welche sich 
jede in demselben z-Bereiche Z wie x existirende, zur Gruppe E gehörige 
Fuchssche Function rational ausdrücken lässt, möge ferner x, = f,(z) für die 
Gruppe E, und den Bereich Z dieselbe Bedeutung haben wie x für die 
Gruppe E, dann ist*”) x eine rationale Function von z,, 

z=9Y(E;), A=1,2,...) 
und es ist z sowohl wie jedes x, nur bis auf drei willkürliche Constante 
bestimmt, indem nämlich jede dieser Grössen durch eine beliebige lineare 
Function ihrer selbst ersetzt werden kann. Wir können ohne Beschränkung 
der Allgemeinheit voraussetzen, dass der Punkt z3=0 innerhalb des Funda- 
mentalbereichs der Gruppe E gelegen sei, und wollen uns dann die Funetion 
r, A=0,1,2,..;,=x) so gewählt denken, dass sie für 3=0 ver- 
schwindet. in der Ecke (n,,r,+1) des Fundamentalpolygons von E, un- 
endlich wird und für einen bestimmten Werth z3=« den Werth z,=a an- 
nimmt. Untersuchen wir nunmehr das Verhalten der algebraischen Function 


z, von x. Neien a, Ar, ».., Ayy, = %& die Werthe von z, welche den Eek- 


*) 2.2.0. S. 219-—213. 


**) Vol. Poincare, Acta Mathematica Bd. 4, S. 257. 
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punkten (2», 1), (1,2), ..., (n,r+1) des Fundamentalpolygons von E ent- 
sprechen, so sind dies offenbar die einzigen Verzweigungspunkte der Func- 
tion z, von z. Wenn x einen einfachen positiven Umlauf um x =a, 
z=2,3,...,n) vollzieht, so erfährt 3 die Substitution &, = S,!,8,, folglich 
seht durch diesen Umlauf der Zweig x” = f,(z) über in 

f(S218,2) = h (S18,82]1.8,_12) = fi (8,-ı2) = a 
ein abermaliger Umlauf um 2 =a, führt x{*”" über in 

fı(8,182218,3) = fı(S,s) = er, 

und durch einen dritten Umlauf um denselben Punkt verwandelt sich 
x‘ wieder in 


| 
fı(S,82,8,3) = fi(s) = «”. 
Lassen wir x Umläufe um z=a, vollziehen, so verwandelt sich beim ersten 
Umlaufe x” in f(S,2) = x{, beim zweiten in f(S,'z) = x”, während der 
dritte Umlauf wieder zu x{’ zurückführt. Eine einfache Umkreisung von 
2 =4,,, führt z in S,'z, also xz{” in f(S7'z) = x\”” über, und dieser Zweig 
verwandelt sich bei Wiederholung dieses Umlaufs in f‚(S,3) = x{”, und dies 
nach abermaligem Umlauf um z=a,,, in z(”. Der Zweig «” (z=2, 
3,...,2) verwandelt sich bei einmaligem Umlauf von x um a, in 
fı (S,8,23) = fı(87' 2) = a, 
und kehrt nach einem zweiten Umgang um eben diesen Punkt wieder in 
fı (S7'S, 3) = fı (8,3) = «1 
zurück. Ebenso führt ein einmaliger Umlauf um z=a,,, den Zweig 
x) z=1,2,...,»—1) in x{”” und eine Wiederholung dieses Weges wieder 
in | über. Die Umkreisung eines Punktes a, wo 4 von 1, x, z-+1, 
»-+-1 verschieden ist, lässt x|” ungeändert, wir haben demnach, wenn die 
Zweige x” durch ihre oberen Indices bezeichnet werden, für die Ver- 
zweigung der Function x, von x die folgenden Cykeln: 
z=a :, 14,-]l,  -2), (3, —3), ::. (8, —n), 
.,. : ei ae... 
z= 0,,1:(0, —n, an), (1, 1, (@ -2), ..., (nl, —n-]); 


die Anzahl der einfachen Verzweigungspunkte ist also gleich 4», wie es 
sein muss, da die rationale Function y,(xz,) vom Grade 2»+1 ist. Die 
Construction der über der «-Ebene auszubreitenden Riemannschen Fläche 


( 


5 
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T,, die die Verzweigung von x, versinnlicht, gestaltet sich hiernach wie 
folgt. Wir legen längs einer die Verzweigungspunkte 2 = a, @,, 
&,;, in dieser Reihenfolge verbindenden, sich selbst nicht schneidenden 
Curve, einen die sämmtlichen 22-1 Blätter (die wir durch die oberen 
Indices der entsprechenden Zweige bezeichnen wollen) durchdringenden 
Schnitt, und heften für =1, 2,..., » längs (a,,a,,,) das linke Ufer 
des Blattes O0 an das rechte von —A, das linke von —/ an das rechte 
von 4, das linke von 4 an das rechte von 0 und, wenn z eine von O0 und 
;, verschiedene der Zahlen 0, 1, ..., » bedeutet, das linke Ufer des Blattes 
—z an das rechte von z, das linke von z an das rechte von —z. Ein 
von einem Punkte x ausgehender positiver Umlauf um den Punkt a,, 
4=2,3,...,r) ist dann so zu vollziehen, dass wir in dem jenen Punkt 
enthaltenden Blatte z#, bis an das linke Ufer des Schnittes (a,_,.a,) heran- 
„ehen, diesen überschreitend nach einem Blatte #, gelangen, in diesem 
verbleibend an das rechte Ufer des Schnittes (a,,a,,,) herangehen, diesen 
überschreitend ein Blatt z, erreichen und in diesem uns dem über x liegen- 
den Punkte annähern *). 

Eine auf dieser Riemannschen Fläche T, eindeutige Function von x, 
die nur an einer Stelle unendlich wird, ist, abgesehen von drei willkürlichen 
Constanten eindeutig bestimmt, wenn wir die Werthe a. @, .... a,., der 
Verzweigungspunkte als gegeben ansehen. Fügen wir noch die Bedingung 
hinzu, dass der in allen Verzweigungspunkten mehrdeutige Zweig (Haupt- 
zweig) dieser Function mit x gleichzeitig verschwinde und für 2=a eben- 


*) Diese Art der Construction der Riemannschen Fläche ist zweckmässiger als jene, 
die ich in meiner Arbeit (dieses Journal Bd. 105. S. 183) für die daselbst zu Grunde 
velerte algebraische Function angewandt habe, da die letztere leicht zu Missverständ- 
nissen führen kann. Unter Festhaltunge der a. a. ©. S. 182 benutzten Bezeichnungen 
wäre dann die dort definirte Riemannsche Fläche etwa in foleender Weise zu construiren. 
Man lege längs der realen Axe einen die sämmtlichen (»+1) Blätter durchdringenden, 
von A, über A, u.s.w. bis nach A, hin sich erstreckenden Schnitt und heite für 
As 2, Bu längs (A, 1, A;) das linke (obere) Ufer des Blattes 0 an das rechte 
(untere) von A, das linke von A an das rechte von 1, das linke von I an das rechte 
von O und, wenn x eine von O, 1, A verschiedene der Zahlen 0, 1, ..., » bedeutet. 
das linke Ufer des Blattes < an das rechte desselben Blattes. Dem entsprechend würden 
auch die Auseinandersetzungen auf S. 195—197 a.a. 0. zu modifieiren sein: für das 
Wesen der daselbst behandelten Aufgabe ist diese Abänderung natürlich von keinerlei 
Bedeutung. — Es sei mir auch gestattet, hier auf eine andere Stelle meiner in Rede 
stehenden Arbeit zurückzukommen, an welcher wahrscheinlich eine, mir nun selbst auf- 
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falls den Werth a annehme, so haben wir dadurch eine Definition der 
Funetion x, von x gewonnen. Die den Punkten z=a,, a, ..., a 
sprechenden Werthe von x, lassen sich einzeln den Substitutionen 


ZU) sm, ZU) Pe (SU 180 ro (S@ 1 NE 


”—l1 BE 3 n41 n 


„+ı Ent- 


zuordnen, wir bezeichnen dieselben in der durch diese Zuordnung bedingten 
teihenfolge mit ay’,...., a, und vollenden durch die Forderung a), = x 
die Bestimmung von z,. Mit den al’ (z=1,2,...,n,+1) als Verzweigungs- 
punkten lässt sich dann über der x,-Ebene eine Riemannsche Fläche T, von 
ähnlicher Beschaffenheit wie T, aufbauen, die ebenso zur Definition von 
x, dienen kann, wie T, zur Definition von x,, und durch Fortsetzung dieses 
Verfahrens erhalten wir suecessive, entsprechend den Gruppen E,, die 
Funetionen z,. Es ist nun leicht einzusehen, dass diese Funetionen mit 
wachsendem 4 einer bestimmten Grenze zustreben. Wir haben zu dem 
Ende nur nachzuweisen, dass für jedes positive ganzzahlige u 


lim (2,,„—-%) = 0, 
A=D 
d.h. 
CL) limx,.. = limz, 
i=x ' iu 


sei. Aus der Natur der x, und aus Gleichung (6.) voriger Nummer folgt 
aber. dass limr,,, eine lineare Funetion von lim x, mit eonstanten Coeffi- 
/ L = 


eienten sei, und da x,, z,,„ gleichzeitig gleich 0, © und a werden, ergiebt 


fallende Undeutlichkeit im Ausdruck Herrn Hurwitz (Mathematische Annalen Bd. 39) 
zu «er Bemerkung veranlasst hat, die daselbst ausgesprochenen Behauptungen seien 
nicht richtig. Die a.a. 0 8.185 in Bezug auf die Gleichung (1.), Nr. I und S. 194 
in Bezug auf die allgemeinere Gleichung (2.) Nr. II aufgestellte Behauptung, die 
dureh diese Gleichungen definirten algebraischen Funetionen seien durch Angabe der 
Diseriminante vollkommen bestimmt, ist selbstverständlich nur so gemeint, dass, wenn 
man in den Gleichungen (2.). Nr. I beziehungsweise (3.) Nr. II die B,, C,, beziehungs- 
weise bU’. ec” als Unbekannte betrachtet, sich unter den verschiedenen Lösungssystemen 
deren Anzahl Herr Hurwitz in der erwähnten Arbeit bestimmt), abgesehen von drei 
willkürlichen Constanten, eines und nur eines findet, für welches die Gleichungen (1.) 
Nr. I. beziehungsweise (2.) Nr. II die geforderte Art der Verzweigung aufweisen. Dass 
dies nur so zu verstehen sei, geht, wie mir scheint, z. B. aus der Fussnote auf S. 153, 
aber überhaupt schon daraus hervor, dass ich zur Definition der betreffenden algebraischen 
Funetionen eben die Art ihrer Verzweieunge und nicht etwa bloss die Anzahl und Ver- 
theilung der Verzweigunesstellen benutzt habe. 
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sich hieraus unmittelbar die Gleichung (1.). Die 
(srenzfunetion 


(2.) n = limz;, 


kann nun nach den in meiner Arbeit*) für die daselbst behandelte analoge 


genauere Discussion der 


Frage angewandten Prineipien erfolgen und ergiebt, dass x, eine eindeutige 
Function von n ist, die ungeändert bleibt, wenn n die Substitutionen der 
Fuchsschen Gruppe E, erleidet, und die innerhalb des Fundamentalbereichs 
jener Gruppe jeden Werth nur einmal annimmt. Die den Punkten = = a,. 
Ay, 2.., 4,,, entsprechenden n7-Werthe sondern in der 7-Ebene zwei Gebiete 
von einander; x, als Function von n existirt immer nur innerhalb des einen 
dieser Gebiete, und zwar liefert uns die Gleichung (2.) ein innerhalb des 
einen oder des anderen Gebietes gelegenes 7, je nachdem x innerhalb des 
einen oder des anderen derjenigen beiden Gebiete der «-Ebene angenommen 
wird, in welche diese Ebene durch eine geeignet gewählte, die Punkte 
4, As, 2.., @,,, verbindende, sich selbst nicht überkreuzende Curve zerfällt. 
Hieraus folgt nun bei geeigneter Wahl von z die Identität von 7; und z, 
d.h. die Gleichung 


z = limzx.. 
i=x 


Denken wir uns nun für die Gruppe 7‘, bei der die 5, wohlbestimmte, 
zum Theil nieht unendlich grosse ganze Zahlen sind, den Algorithmus der 
Gruppen 77;, 75, ... aufgestellt, und bedeute wieder x, eine zur Gruppe 
N, (au=z,1,= I’ gehörige Fuchssche Function von z mit den oben für 
die zu den E, gehörigen x, getroffenen näheren Bestimmungen, und a‘, 


@’, ..., a’, die Reihe der den Eckpunkten (2n,, 1), (1,2), ..., m,” +1 


nr 
des Fundamentalipolygons von J7', entsprechenden x,- Werthe, wo m,=n, 
a,’ =a,, (*=1,2,...,n) zu nehmen ist. 
Dann haben wir: 


2= pa), m=yPla,), u>a 


. 


wo die 9,, g%) rationale Functionen ihrer Argumente bedeuten, und es 
lassen sich nach dem für die zu den Gruppen E, gehörigen Functionen 


"iR 


dargelegten Verfahren, wenn die Punkte z=a, @, ..., a,,, als gegeben 


betrachtet werden, die x, als algebraische Funetionen von x unzweidenti 


u 
m 
b 


*) Dieses Journal Bd. 105, Nr. IV, Ss. 212 — 222. 
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determiniren. Auch ergiebt sich wieder 


z = limr,, 


i=« 
und wir können nunmehr das Resultat der vorhergehenden Betrachtungen 
wie folgt zusammenfassen: 

Bedeutet I’ einen durch die Anzahl n der Fundamentalsubstitutionen und die 
Perioden 9, -.., P,, eines vollständigen Systems elliptischer, beziehungsweise 
parabolischer Substitutionen gegebenen Typus holoedrisch isomorpher Fuchsscher 
Gruppen vom Geschlecht Null, so bestimmt derselbe einen Algorithmus, vermöge 
dessen sich aus einer Variabeln x und n-+1 willkürlichen Grössen a,,..., 4,,,, 
von denen nicht zwei einander gleich sind, eine unendliche Reihe algebraischer 
Funetionen x,, ®,, ... herstellen lässt, deren Grenzwerth z so beschaffen ist, 
dass x eine zur Gruppe I’ gehörige Fuchssche Function wird, die jeden Werth 
nur an einer Stelle des Fundamentalbereichs annimmt. Durch Angabe der 
A, Ay, 2.., @,,., allein ist die Function z und somit auch die Gruppe voll- 
kommen bestimmt, d.h. diese n--1 Grössen können geradezu als die will- 
kürlich bleibenden Constanten des Typus holoedrisch isomorpher Fuchsscher 
Gruppen angesehen werden. 

Sei 


{Sy 
U, = ZU,, 
h . das : 


so hat die zum Punkte 2 = ev gehörige allgemeine Primform vten Grades 


die Gestalt: 


N 2 - z 
D,(u,, N;) = (2—v) Lu (2 —a,) ö vr i 
x— 


und, nach den Gleichungen (8.), (10.) Nr. II, als Funetion von z, geschrieben: 


v ff 1 > 1 1 
ü dx u“ ee 3 ;@) 
Du, u,) . (— ) C, 1 zT, ‚—®v,) u (2, - - a”) x r 
wo ec, eine Uonstante, g, den Grad von 9,(2;), %, die Anzahl der Substi- 
tutionen S', also 


i—1 


= Na +1), men, 


Y Rn. N,, n, = N- (2n,_,— 1), 


PP, 2, PX die Perioden der Substitutionen 


ar se, zu) - = (S@) "3 sw (2 =2, 3, ..., %) 








N gi 
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und ©, %, ..., ©,, die dem z=v entsprechenden Werthe der Function 
x, bedeuten. Setzen wir also 
yı N. 
(a Pr (A)N x 


97 
lim ce, I (&,-v,) I (2, —a)) — P(z). 
dl 


Az = 


so erhalten wir, da 
dx 


lim “m 
—.. =, 
10 da dz ’ 


für die zum Typus 7' Fuchsseher Gruppen gehörige allgemeine Primtform 
die Darstellung 

D,(u,u) = u.P(2), 
d.h. eine Darstellung als unendliches Product. 

Fragen wir noch, unter welchen Bedingungen sich diese Primform 
auf eine ganze rationale Function redueirt. Hierzu ist offenbar erforderlich, 
dass x, schon für ein endliches A gleich z ist; dann ist also x eine rationale 
Funetion von z. Damit dies eintritt, muss für = %;,(z,) in der in No, Il 
für 2 = gy(f) benutzten Bezeichnungsweise 


ı() —_ 
bh; = P 


b @=1 v 
also nach Gleichung (4°.), No. II 
2 == UPßs 
und folglich nach Gleichung (7.) No. Il 
29,-2= ("+19 2 4-=9 2 (1-—-) 


oder 


"rat 


also g,=r sein; d.h. in diesem Falle muss, wie schon anderweitig genug- 
sam bekannt, » eine positive ganze Zahl sein. 


Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 4. 











Sur les fonctions generatrices d’ Abel. 
(Lettre adressee & M. L. Kronecker.) 
(Par M. Vilfredo Pareto a Fiesole.) 





h me semble que la formule de sommation que vous avez donnee 
dans les Sitzungsberichte der Königlich Preussischen Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin, en 1885, peut se deduire de la theorie des fonetions 


‚eneratrices d’Abel. Je trouve votre d@emonstration plus simple et plus 


OÖ 
Le) 


fd 


elegante, et c'est seulement comme un lien, qui reunit ensemble d’innombrables 
formules que la theorie d’Abel me semble devoir &tre prise en consideration. 
Je vais indiquer brievement les r&sultats auxquels je suis parvenu. 


1 
La theorie etablie par Abel (Oeuvres completes tome II pag. 67 A 
81) manque absolument de preeision. Neanmoins elle parait &tre tres 
feeonde, surtout pour les developpements en serie des fonetions synectiques 
dans une aire. Il pourrait done &tre utile de la completer en lui donnant 
la preeision qui est justement exigee dans les math@matiques modernes. 
Comme on sait, Abel pose 


p(z) = [er fo)dr, 
et il appelle p la fonction generatrice de f, et f la determinante de y. 
Nous &erirons”) 

ya) = Fefv), 

fo) = Det.y(e). 

Oceupons-nous d’abord de l’existence des determinantes, et considerons 
un polynöme d’un nombre fini de termes 
g(z) = A,2"+4A,2” +. + A,“ 


*) Pour la determinante Abel emploie le signe D, qu'il nous semble plus conve- 


nable de conserver pour la derivee. 
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Les exposants «, , ... sont tous rdels, et tous positifs, ou tous 
negatifs. 

S’ils sont tous positifs, entiers ou fraetionnaires, on prendra la tor- 
mule de M. Heine 


| 2 l [e of 
i Io) any ey ay. 
l’integrale &tant prise suivant le chemin 
— 
ol 
>= at 


‘n substituant ve A y, et supposant x reel et positif, le chemin 
d’integration ne change pas, et l’on a 


7 A ER [e: 0) dv, 
zay—1l.n v 
d’ou 
(1.) y(z) = Very( )dv, 
zay—1l 5 v 
er 


On aura done. suivant la notation d’Abel. 


Det.y(z) = x( > ) 


Si tous les exposants sont entiers, on peut, suivant une formule tres 
connue, reduire le chemin d’integration A un cerele trace autour de llorigine 
avec un rayon qui, pour le moment, demeure arbitraire. Et l’on sait que 
x peut alors avoir une valeur imaginaire. 

Pour plus de simplieite, nous substituerons la notation de Cauchy 
l 


- ; » l’integrale etant prise autour de Yori- 
2ny—1: 


E.n,, ou simplement E ä& 


gine. Dans tout ce qui suivra, nous designerons toujours par f(x) un 
polynöme d’un nombre fini de termes de degre entier, et l’on aura, quel 
que soit x, 


(2.) f(x) = Ee' x(= )drv = Ee’*dv FR r( 4 = e 


y,/ 


Si les exposants sont tous negatifs, entiers ou fractionnaires, on 
posera, x etant reel et positif, 
plz) = A, 2" +A,2 + +A, ac”, 


37% 











292 Pareto, sur les fonctions generatrices d’Abel. 


et on aura 


(3.) yp(z) = [ er y(r)dr = [ e””dvEe’"p(u)du, 


A, Aue ) 1 = ze 
w(v) == T(e) ’ Hp’ ++ Toy? i 


Cette formule reproduit la regle qu’avait donnee Murphy (citde dans 


le trait€E de Caleul integral de M. Bertrand, tome II pag. 509), pour trouver 


la determinante. On voit dans quel cas cette regle est applicable. 

Il faut observer que e’est prineipalement la formule (2.) qui se prete 
a etablir les formules que Abel deduit de sa theorie, et d’autres formules 
analogues. La formule (3.), ou celle (1.), sont dans la plupart des cas 
impropres & cet usage. 

Si nous supposons maintenant que le nombre des termes d’un des 
polynömes, dont nous avons obtenu la determinante, aille en croissant inde- 
finiment, et que ce polynöme converge vers une limite finie F(x), on ob- 
tiendra, dans le cas de la formule (3.), la determinante sous la forme d’une 
serie absolument ceonvergente, si la serie qui donne F(zx) est telle. 

Dans le cas de la formule (1.), et de celle (2.), les exposants «, /, 
etant supposes eroissants, la determinante peut avoir une limite seulement, si 
la fonetion est holomorphe sur tout le plan; autrement la serie qui donnerait 
X ( 3 est toujours divergente. Alors il est bon de remarquer que m&me 
dans ce cas les &quations (1.) et (2.) peuvent encore servir & trouver des 
equations ol entre F(x), limite de f(x). Ü’est, ä& proprement parler, la 
proposition fondamentale qu'il faut ajouter A la theorie d’Abel pour la rendre 
exacte, comme nous allons le voir. 

Laplace emploie pour les fonetions generatrices deux expressions qui, 
en somme, reviennent a poser 


fa) = /vpo)de, flo) = fe" plv)da, 


et les resultats qu'il obtient sont reproduits par la theorie d’Abel: 
f(x) est, comme nous l’avons suppose, un polynöme entier, de 
degre m, on a 
f = f: RER ı "9, 
De LINE « 
Le module de » ayant une valeur finie, la condition necessaire et 
suffisante pour que la determinante de F(x) existe, est qu’on puisse trouver 
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un nombre fini « tel que, pour m= x, la limite du module de 


a" f m) (0) 
soit finie.e. On le voit facilement en mettant le terme general sous la forme 


er 
[2 Of \f h 
0 (O)\ = ) 


Si « est different de zero, on pourra trouver un module fini de v 
tel que 
lavı >1, 
et alors les modules de la serie qui donne la determinante de F(x=) seront 
moindres que les modules d’une progression geometrique. La serie sera 
done eonvergente, et la determinante existera. 
La eondition que nous avons posde, est necessaire; car si « £tait 
infiniment petit, nul module fini de v ne pourrait rendre la serie convergente. 
Les fonetions pour lesquelles « est fini, sont holomorphes sur tout 
le plan. Mais on sait que l’inverse n’a pas lieu, et quiil y a des fonetions 
holomorphes sur tout le plan, par exemple e”, pour lesquelles il n’existe 
pas de valeur finie de «. ÜCes fonctions n’ont pas de determinantes finies. 
(Quand, pour une fonetion, on a 
af )) 
fini, quel que soit 6, on aura aussi 
af (2) 
fini pour x quelconque, mais fini. En effet, la fonetion &tant holomorphe 
sur tout le plan, on a 


ö+1fo+1f() 
fa) = ar Oz, 


& 
et le second membre est @videmment fini. 
Il y a lieu d’observer que m&me quand la determinante existe sous 
forme finie, il peut convenir de ne pas l’adopter. Aussi e” a pour deter- 
minante 


RE 
V ® v° v’ 

e’est-A-dire, Si 
vi:> 1 


cette determinante est 





a 
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mais la nature de la question que l’on traite portera souvent A prendre 
lintegrale le long d’une eirconference d’un rayon moindre que 1, et alors 
e' na pas de determinante finie. Sg cela la somme 


ee - | er’? 
E—-dv+E—-dv+... +E ar, 


y" 
a une limite pour »= x, et cette limite est &gale A e”. 
Il est souvent utile de trouver la fonetion genedratrice d’un produit 
de determinantes, ou la determinante d’un produit de fonetions. Soit pour cela 


Det. fi @)= (5), Detk@®)=2.(). 


. en, [A # 
F(z) = Ee 2( 3 )x.( „)dr. 


On a 
“er ET: 1 , 
J f(a)de = E z x), 
done 
Fa) = fi) /kads+fi(0) [rast 
(4.) = Skala + Ten + FE O)+--]as 


— f f(@) (2 —2)da2. 


r ) 





Substituons A 3 


q 


F(x) = F 6k(Z > 2) as. 


1 


nous aurons 


On peut etendre cette formule A un nombre quelconque de fonctions, 
On a par exemple 


l"g.[Det.f(@). Det.f(@). Det.fı(@)] 


q 
Dans le cas de la formule (3.) posons 
Det.p,(y)=w.(v), Det.p,(y) = w;(v), 
1 d”g(y)N ER 
y„-— er = 0), 


x ' dy” 


ige 


rg 
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pı et Y, etant des polynömes entiers en y, qui ne contiennent pas de 
termes eonstants, ce qui est necessaire pour appliquer la formule (3.). Et 


suivant cette formule soit 


M(y) = F e”*w (v)w,(v)dv 


—. RC A e”"’yw,(w)dv+ + BR jr / ey" w,(v)dv+--- 
T N Ö 
Mais 
? era EN da 
J 1.2...(n—1) ar) = Iny—1 J F \ > (2x— 2)" 
la seconde integrale etant prise autour de lV'origine. Done, enfin 
(3.) M(y) = Ey,( )pı( ) da. 
6 z c—23 


Dans le systeme de la formule (2.) la determinante de w,(z).w,(@) 
est precisement 


1(2-); 


v 
on en conelut que, toujours dans ce systeme 


Ä | Fr l 
EN N ‚ f i . f, \ [7 7 { R = 
0.) Det. (Y (7). (=) ns E Pr\ = / Pi ( v—z )dz. 
Observons que les fonctions generatrices nous donnent, en certains 


cas, une solution du probleme: etant donnde l’e&quation 
»\ _—— Fr f«\ Ff » \ - 
Fa) = Sofa —2)ds 


et connaissant F(x) et une des deux fonctions &(x), fı(x), determiner l’autre. 


1} 
“ 
/ 
4 


11. 


Nous passons maintenant A l’examen des cas dans lesquels sont 
valables les deductions de la theorie des fonetions gen£ratrices. 

D’abord il faut observer qu’une classe des formules obtenues par 
application des formules (1.) ou (2.) est constituee par des relations 
lineaires entre f(x), f(z), -.., If(@), ..., Zf(z), ... lesquelles deve- 
loppees se reduisent & des identites d’un nombre fini de termes. Ües iden- 
tites sont encore vraies A la limite, e’est-A-dire pour F(z). En ce cas, la 
theorie d’Abel ne donne qu’un cas partieulier du caleul des symboles, et 
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Vapplieation des formules (1.) et (2.) sert seulement A determiner les 

coefficients par la consideration d’un cas partieulier: celui des polynömes f(x). 

Soit par la consideration directe des polynömes f(x), soit en obser- 

vant quwon peut differentier sous le signe integral, on tire de (1.) et de (2.) 
Det.D;y(z) = v’Det.p(x). 


L’integration donne 


SI yla)dr = EI x-)ar, (formules (1.) et (2.)) 


I sa)dr - fr —— w(v)dv. (formule (3.)) 


a 
Abel supprime le terme e’“, ou e””°, ce qui n’est permis que sous cer- 
taines conditions. 

Pour ne pas trop nous &tendre, nous considererons dans ce qui suit 
seulement le cas de la formule (2.). sauf expresse mention du contraire. 


1 ‘ 
2. mr x - A y r = ur A ER £) e) Pr 
Pour les polynömes f(x), en observant que x(--) contient seule 


ment des termes ayant = comme facteur, on pourra poser avec Abel 
Det. / y(z)dı = a Det.p(x) 
et aussi 
Det. / /. ..pla)de’ = 5 Det.p(&). 


On obtiendra aussi 
Det. 4’p(x) = (e”—1)’Det.p(x), 


Det. 29 y(z) = (= wi ai -) Det.p(x). 


Zy(e) = ee 


Nommons, en gene@ralisant une notation d’Abel, d,p(z) une operation 
lineaire, & eoefficients constants, sur 


y(z), plata), pla+b), 
leurs derivees, leurs integrales (avec les restrietions ei-dessus), leurs diffe- 
rences etc. Les formules pr&ecedentes permettent de caleuler la determinante 
de d,g(x) quand on connait celle de y(x), et l’on aura 


Det.d,y(z) = P,(v)Det.p(e). 
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Pour simplifier nous nommerons 2,(v) la determinante de l'operation d,, et 


nous Eerirons 


Det.d, = Pr). 


39 


Soient d,, d;, ..., 0, des operations du m&me genre de la preeedente, d, 
etant formde de d,, d, de d, ete. Nous obtenons 


Det.0,0,,.:.-.h,h=B,)Pd,_,W) ..: Der) = 2. 


Cette formule, qui correspond A celle d’Abel, se trouve rigoureusement 
demontr&ee pour tout polynöme entier. 

En developpant le second membre de l’equation preeddente, et 
repassant des determinantes aux fonetions generatriees,. quand cela est 
permis, comme nous le verrons tout & l’heure, on obtiendra une equation 
que nous indiquerons par 


(4) ya) =. 
Deux cas peuvent se presenter. 

Le premier est celui oü le developpement de 42 se compose d’un 
nombre fini de termes, qui sont tous des determinantes d’operations du 
genre des operations d. Alors le passage des determinantes aux fonetions 
generatrices ne souffre nulle diffieulte, et lVequation (7.) se compose d’un 
nombre fini de termes, et est rigoureusement d@montree pour tout polynöme 
d’un nombre fini de termes. En outre on voit qu’en developpant les ope£- 
rations dont (7.) se compose, on deit avoir une identite. L’application de 
la formule (7.) aux polynömes a done seulement pour but de determiner 
les coeffieients de cette equation qui subsiste pour toute fonetion A laquelle 
on peut faire subir les op£@rations indiquees. Ce caleul est le m&äme que 
celui des symboles, appliqu& aux op£rations distributives et commutatives d. 
Inutile done d’en parler, et nous nous bornerons A un tres petit nombre 
d’exemples. 

Abel applique sa formule en posant 

dy(z) = pyle+ta)+ay(r). 
il trouve ainsi 
Det.d” = (a+e")", 
d’oü 
"yla) = a" pla)+tna”"ylata)+n,a"" plc+2a)+--+p(c+na), 
N,, N,... Etant les coefficients du binöme. Des &quations de ce genre sont 
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evidemment vraies pour tous les objets auxquels on donne les indices x, 
c+a, ..., zrna 

Mais Abel se propose ensuite de calculer l’operation 

Iylz) = plate)+ap(e) 
par lautre 
Ira) = Plaa+B)+by). 

Ce probleme conduirait A un developpement en serie, dont il faut 
demontrer la legitimite, mais si l’on se borne au cas partieulier, considere 
aussi par Abel, ot «=, on obtient une expression d’un nombre fini de 
termes. On a en effet 


Det.d" = (a+e“y", Det.di=(b+e”)y, 
puis 


y=b+e’, a+e” =a+(y—b)’. 


Pour ntier < i | y level > l’ ini ; S 
ur — entier on a done un developpement d’un nombre fini de termes, 


et une formule qui n’est qu’un cas du calceul des symboles. 
Donnons un exemple emprunte A la formule (3.) Soit 
We 
(c+a )* (z+a, )* ..(e+ta, )” 





on aura 


| ” / te +rV ,)E U ee —a,V ' k,n—1 
Ä= u / dv de S dv,e RiIeY, TER > 
Pk, )... (hu) v .) 1 ) 
r — 1)? } n BR 
Det.D!X = —| TE arte, 
BR TO)... Pl), ”" BER 


et repassant aux fonctions generatrices: 


u 2 (— ıy IX0+1) 1 \tkı IT, 1 intkn 
ale: Ik)... U’(kn) u a Mi en a > 
A, = ü+Dü+2)... a +M—]1) (ü+it = 6) 


Dans le cas particulier de deux facteurs, on retrouve la formule 
donnee par M. Drussel 


1 o-+1 1 +1 


(z+a,)(z-+a,) . er a,) 1 a 














Di SMS 
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Ill. 


Le second cas dont nous avons A nous oceuper est de beaucoup le 


plus important. C'est celui ot la formule (7.) ne se reduit plus A une 


identiteE d’un nombre fini de termes, quand on d@veloppe les op£rations d. 
Elle provient d’une expression de la forme 


(8.) 8... dh p)-ERE"7()dr = 0, 
dans laquelle autant le nombre m de termes de (2, comme celui » de termes 
de »(), peuvent croitre indefiniment. 
Commencons par supposer que » seul eroisse indefiniment, pendant 
que m conserve constamment la m&@me valeur finie. 
Pour une valeur initiale finie », de », la formule (8.) se developpera 
en un nombre fini de termes 
v(z)+ W,(E)- ++v,(2) = VÖ. 
Faisons ceroitre z» d’une unite, et soient 
RE EEE 
les acceroissement respectifs que recoivent 
(2), la), Wlal, 2 wule). 
On aura, en vertu de l’equation (8.), 


ä l f .. ' N / 2: . f r 3 
v(z)+01+ va ar a Zi je U u (x) Ct Yuzı\ 7 lege V 


et ensuite 


Cıtlat tea tWVrı => V, 
et d’une maniere semblable, continuant A faire croitre n, 
attat tyra t Yur = Ö, 
O3 +03 ++ +0 123 W133 = UV, 


153 


On forme ainsi la serie double | 
ne we ... Ye), 
; e,, IT Wu), 


2) 0.5, . . ° O2 Ü ,+12 Wu ) x i 
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Üette serie sommee par lignes horizontales, donne zero, en vertu des 
equations preeedentes. Si elle est absolument convergente, elle donnera 
encore zero par un autre mode de sommation, par exemple par series ver- 
ticales. Or on sait que cette condition est remplie, si: 1" les series ver- 
ticales de la serie double sont absolument convergentes. 2" Si les sommes 
de ces series, dans lesquelles on a substitu&€ son module A chaque terme, 
forment aussi une serie convergente. 

Posons done 


%/m AR ; \ f je Me 
Plz) = vater teetest 


T 


P,(x) = wa) + t+ao +03 + 


ei 
(Po = m@ltHaultleltlault- 
Pxa) = |v.(@) 





Si les series qui forment les seconds membres des equations (9.) 
sont eonvergentes, et si la serie 
P(o)+Px@)+-- 
est convergente, ON aula 
P (2)-+ P; (©) +P; (=) Tea, 

Observons que Plz), Plz), ... sont les limites, vers lesquelles 
convergent respeetivement w, (x), w(z), ..., quand » augmente indefiniment, 
c est-A-dire quand f(x) converge vers F(x). 

Le raisonnement qui nous a conduit A resultat, est au reste general, 
et il s'appliquerait aussi bien aux formules (1.) et (3.) qu’a celle (2.)., Nous 
pouvons done Enoncer le theor&me suivant: 

Theoreme I. Si par application des formules (1.), (2.) ou (3.) 
un polynöme d’un nombre n fini de termes, on a obtenu une relation d'un 
nombre fini de termes 


mee)twle)t ty.) = 0 
et si: 1’ en faisant croitre indefiniment le nombre de termes de f(x), chacune 
des expressions de la suite, qui peut se prolonger indefiniment avec n, 


mie), Wla), 








nu Fan rn - 
5 Te v 5 
EUER 0 "Do EENT Zar T . A 
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converge, au moyen d’accroissement, formant une serie absolument convergente, 
respeclivement vers les limites 

Fl). Pla), 
on aura encore 

Pla) +P,la)+.- = 0 
pourvu que: 2 la serie dans laquelle se change celle-ci, quand on substitue 
leurs modules aux termes dont se composent les sommes P,(z), P,(r), 
soit encore convergente. 

Supposons maintenant que ce soit le nombre m de termes de (2 
qui augmente indefiniment, tandis que » demeure constant. 

Pour pouvoir substituer a 02 un developpement en serie, il faut 
d’abord que celui-ci represente la fonction le long de tout le ehemin d’inte- 
gration. Üest-la la raison prineipale pour laquelle les formules (1.) et 
(3.) sont d’un usage beaucoup moins general que la formule (2.). Tandis 
que le chemin d’integration des premieres s’etend depuis zero jusquä 
Vinfini, celui de la seconde peut &tre une eirconference de cerele d’un rayon 
tres petit autour de llorigine. 

evenons done Aa la formule (2.), et supposons que la determinante 
‘2 des operations soit developpee en une serie uniforme&ment convergente 
dans une aire, dans laquelle le chemin d’integration de la formule (2.) est 
entierement compris. Le plus souvent les termes de la serie qui donne 2 
seront des fonetions de v, holomorphes dans un cerele de rayon plus grand 


- 
< 


que celui le long duquel on prend liintegrale de (2.),. Posons, en general: 
(10.) 2 = w+rwm++u,+R,(v), 


les fonetions %,, %, ... etant finies et integrables dans l’aire qui contient 
le chemin d’integration de (2.). Puisque la serie est uniform@ment con- 
vergente dans cette aire, A tout nombre positif e, aussi petit qu’on veut, 
correspondra un indice 4 tel que pour toutes les valeurs de lindice 6, su- 
perieur A& 4, et pour toutes les valeurs de v appartenant Aa llaire consid£ree 
on aura, pour le reste de la serie, 


{ ax 
‚R,G BR: 


u 1 l 
D’un autre cöte, x( >-) ne contenant que les puissances de „, et un 


nombre de termes fini, le chemin d’integration ne passant pas par le point 
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Üette serie sommee par lignes horizontales, donne zero, en vertu des 
equations precedentes. Si elle est absolument convergente, elle donnera 
encore zero par un autre mode de sommation, par exemple par series ver- 
ticales. Or on sait que cette condition est remplie, si: 1’ les series ver- 
ticales de la serie double sont absolument convergentes. 2’ Si les sommes 
de ces series, dans lesquelles on a substitu& son module A chaque terme, 
forment aussi une serie convergente. 


Posons done 
Pla) = ve) tote test 


P,(x) = w(E) + +2 +3 + 





et 
P,(=) = wa) Hentai] tes] + 
GD | P;() ve) +lea|+ er +j3|+- 


Si les series qui forment les seconds membres des equations (9.) 


sont eonvergentes, et si la serie 


> u. f | 
P(e)+Px(@)+-- 
est convergente, On au!“ 
Pf 3 N z f Er \ j 2 
P,(@)+ f (X) “% 7 (Tr ERBE 07 


Observons que Plz), Plz), ... sont les limites, vers lesquelles 
eonvergent respeetivement (x), w(z), ..., quand » augmente indefiniment, 
c est-A-dire quand f(x) converge vers F(x). 

Le raisonnement qui nous a conduit A resultat, est au reste general, 
et il s'appliquerait aussi bien aux formules (1.) et (3.) qu’a celle (2.)., Nous 
pouvons done @noncer le theor&me suivant: 

Theoreme I. Si par Tapplication des formules (1.), (2.) ou (3.) ü 
un polynöme d’un nombre n fini de termes, on a obtenu une relation d’un 


nombre fini de termes 

v(z)+Yw(la)t+ type) = 0 
et si: 1’ en faisant croitre indefiniment le nombre de termes de f(x), chacune 
des expressions de la suite, qui peut se prolonger indefiniment avec n, 


me), Wa, -- 
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converge, au moyen d’accroissement, formant une serie absolument convergente, 
respectivement vers les limites 

(a), Pla), 
on aura encore 

P(a)+ Plz)+-- = 0 
pourvu que: 2 la serie dans laquelle se change celle-ci, quand on substitue 
leurs modules aux termes dont se composent les sommes P,(x), P,(r), 
soit encore convergente. 

Supposons maintenant que ce soit le nombre m de termes de £2 
qui augmente indefiniment, tandis que z» demeure constant. 

Pour pouvoir substituer a (2 un developpement en serie, il faut 
d’abord que celui-ci represente la fonetion le long de tout le chemin dinte- 
gration. Ü’est-la la raison prineipale pour laquelle les tormules (1.) et 
(3.) sont d’un usage beaucoup moins general que la tormule (2.). Tandis 
que le chemin d’integration des premieres s’etend depuis zero jusqu’ä 
Vinfini, celui de la seconde peut &tre une eirconference de cerele d’un rayon 
tres petit autour de lorigine. 

hevenons done A la formule (2.), et supposons que la determinante 
‘2 des operations soit developpee en une serie uniformement convergente 
dans une aire, dans laquelle le chemin d’integration de la formule (2.) est 
entierement compris. Le plus souvent les termes de la serie qui donne 2 
seront des fonctions de v, holomorphes dans un cerele de rayon plus grand 
que celui le long duquel on prend liintegrale de (2.),. Posons, en general: 

(10.) 2= wtu++u,+R,(v), 
les fonctions %,, %, ... etant finies et integrables dans laire qui contient 
le chemin d’integration de (2.). Puisque la serie est uniformement con- 
vergente dans cette aire, A tout nombre positif e, aussi petit qu'on veut, 
correspondra un indice 4 tel que pour toutes les valeurs de liindice #, su- 
perieur & 4, et pour toutes les valeurs de » appartenant a llaire consideree 
on aura, pour le reste de la serie, 


j4 \| 
IR,e)| < ee. 


ar 1 
D’un autre cöte, x(-) ne contenant que les puissances de „,etun 


nombre de termes fini, le chemin d’integration ne passant pas par le point 
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zero, on pourra toujours trouver un nombre positif fini N tel que 


x( : ) <N 


le long de tout le chemin dintegration. 


x( - ) e’”dv 


les deux membres de l’&equation (10.), et integrons le long d’une eircon- 


Multiplions par 


ference de rayon og. Nous aurons en vertu de l’equation (8.) 


0,d,_1...Ihple) = a / wta + +u,)x( : )e'”dv 


ud 


1 x n 1 a 
+ J/Roz(, )e dv. 
Posant 
wy—1 


v = 00 
le reste de la serie ci-dessus prend la forme 

T, = — — / R,(ee” (4 VE) a igoy—1 

6 u „(ge )x "y e oe w 
Or ona 

. ) FREE n. nee ee ee Kin 

mod.| A, (ge" 12, er er sw gloxscosw+w)] io] < ee 0, 

x etant le module de x, done 
'T,| < eNe®” g°, 

et puisque & peut &tre aussi petit qu’on veut, la serie qui forme le second 


mempbre de (9.) est eonvergente, et sa somme est egale au premier membre. 
Il suit de la que, si l’on a 


Eu,y(--) edv = B,(z), 


Euz(.)e "dv = PB, (e), 


on aura encore 
04,1... Iıyl) = Plz) + BP, (z)-+-- 

Si quelquesunes des fonetions %,, %, ..., ou m&me toutes ces 
fonetions, devenaient des series, il faudrait qu’elles fussent uniform&ment con- 
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vergentes dans l’aire consideree, et composdes de termes finis et integrables, 
pour pouvoir en deduire les fonetions generatrices D,(@), Plz), ... »PDous 
cette restrietion nous Eenoncerons le theoreme suivant. 

Theoreme ll. Si lon developpe la determinante 42 de loperation 
0.d_,1...0, en une serie 

U U + Wr 
formee de fonctions finies, integrables, et qui soit uniformement convergente 
dans une aire qui contient entierement le contour d’integration de la formule 
(2.), et si les determinantes 
wx(), ux(—), 
pr ‚\y 

ont pour fonctions generatrices 


Di 


0\* 


N f \ 
U), D, A / 


on aura pour tout polynöme f(x) d’un nombre fini de termes 
0,I,._1...Iıplz) = Du(z)+PD (X)+-. . 

Supposons enfin que, non seulement m, mais aussi » croisse indefini- 
ment. Il faut d’abord que les conditions dans lesquelles le theor&me pre£- 
cedent a ete etabli soient verifiees. Alors, en faisant croitre », on obtiendra 
encore une serie double, comme celle que nous avons eue pour £tablir le 
theoreme I, sauf que les series horizontales pourront avoir un nombre 
infini de termes. Ües series horizontales auront toutes pour sommes zero, 
en vertu du theoreme precedent. La serie double, sommde par lignes 
horizontales, donne done zero, mais si cette serie double est absolument 
convergente, on peut la sommer par lignes verticales sans que sa somme 
change. On est ainsi conduit a la proposition suivante: 

Theoreme 1lll. Si, par Fapplication de la formule (2.), on est con- 
duit pour un polynöme f(x), entier en x et d’un nombre fini de termes, ü 
une equation de la forme 

= v(a)+w(a)+, 

dans laquelle le second membre peut etre une serie; et si: 1’ en faisant 
croitre indefiniment le nombre n de termes de f(x), chacune des expressions 
converge au moyen d’accroissements formant une serie absolument convergente, 
respectivement vers les limites 
P, (x), 


P,(z), 
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on aura encore 
= Pl) +PlX)+--. 
poureu que: 2 la serie dans laquelle se change celle-ei, quand on substitue 


leurs modules aux termes dont se composent les sommes P,(x). F,(®). ... 
soit encore convergente. 


. 


Ces theor&mes dennent une grande genfralitt A la theorie des 
fonetions generatriees que nous n’avions £tablie que pour des polynömes 
d'un nombre fini de termes. 


IV. 
Abel pose 
dpa) = platea)-ap(e), 
dg(x) 


Ö ( (x — co(r -k 
Fr F\ 1 dx 
et il se propose de determiner dY' par d. Ona 

Det.d = e"—a, Det.d? = (e+kr)". 


Posons 


nous aurons 
ü k u 
(11. (e+hv)" = (e+—log(a+3)). 


Abel developpe le second membre en serie ordonnde suivant les puissances 
de z. Pour que cela soit permis, il faut, m etant entier, et «a un nombre 
positif, que 


2 


2!<a. 


Vo 


Or on peut prendre va assez petit pour que e’“ soit aussi proche de l'unite 
que Von veut, et z de 1—a. Done pour de tres petites valeurs de or, il 
suffira que 

(l1-a)’ <a’, a>,. 
Cette condition etant remplie, la serie est uniformement convergente pour 
une valeur assez petite de «v, et le second membre de (11.) peut se 
representer par 

Au+ A, + A323 +. 

En appliquant & cette serie le theoreme II, on aura 


If) = Afld+ Ada) + AN fE) +. 





u 
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Un cas partieulier de cette formule donne les derivees en fonetions 
des differences. On pose pour cela 


a=]ı. e=VU, k=]. 
et il vient 


re er Br „ ame | 00m 
— -- in ii BER 
[a > e am L” m+1l  (m-+1)(m+2) 
d"f(x pi PR pe . ER 
or" f( ) — A" f(x) — ’ dA" 4 fx \ -. . 1 I" N f r 
dx” 5 m-+ | * (m+1)(m+2) 


2 / |» 
+ERe'y(-, Jar, 


+ lepresente la somme des produits des m+k—1 


ol, comme on sait, 
premiers nombres pris ka K. 

Cette serie pourra s’etendre & des fonetions F(x), soit par la consi- 
deration du reste, soit par l’applieation du theoreme 1. 

Mais pour avoir un exemple de l’applieation de ce theor&me, nous 
examinerons la solution d’un autre probleme d’Abel. 

Ce probleme, qui est c@lebre, consiste ä d@velopper y(z-+a) en une 
serie de la forme 

= A,y(2+0b). 


Halphen s’en est aussi oceupe*), en suivant une toute autre voie 
que celle d’Abel, et il a donne les conditions sous lesquelles la serie con- 
verge et represente la foncetion. Nous allons les tirer de notre theorie. 

On a 

Det. f(c+a) = e’"Det.f(r). 
Prenons la formule bien connue 


_ H9h\ OL\? 
a(a—2b) er ı a(a— 5b) 


e“ = 1+arve”- 
r 1.2 1.2.3 


v e” +... 
Cette serie satisfait aux conditions requises par le theoreme II, et l’on a ainsi 


a(a—-2b) ff ( pt >h\ ie, [Fi (a — ).b)% 1 


(12) MKata) = fe)+af(a+b)+ 7, 2. fan 


), est suppose &tre le plus grand exposant de x dans f(x), et il est facile 
de voir que tous les termes de la serie qui donne e”‘, eontenant v A une 
puissance superieure ä A, donnent par l'integration dans la formule (2.) un 


*) Bulletin de la Societe Mathematique de France, tome X, 1882, pag. 67—87. 
Journal für Mathematik Bd. EX. Heft 4. 39 














306 Pareto, sur les fonctions generatrices d’ Abel. 


resultat nul. Le nombre de termes de (12.) est done fini, et nous retombons 
dans le cas du theoreme 1. 

Supposons que le nombre de termes de f(x) aille en augmentant 
indefiniment, et que f(x) converge vers F(«). 

Les series verticales que l’on a considerees pour etablir le theor&me I 
sont form&es par les developpements suivant les puissances de x de 


f" (c-+6b). 


Pour que ces developpements soient absolument convergents, quel que soit 
6, et pour quils convergent respectivement vers 
F')(2-+6b), 

il faut et il suffit que F(x) soit holomorphe sur tout le plan. 

Cest-]Ja la premiere condition pour lapplieation du theoreme ]; 
passons & la seconde. 

Supposons que la fonction F(z) soit telle que « et M &tant des 
nombres finis positifs, on puisse poser, quel que soit x, 


le" Fiy| <M 


(0) ’ 


on aura alors 


z-+Hb a F“ t DL 6 


0 0 BR 0 0) 
Fir = «Ft w (0) 


Si nous substituons a chaque terme son module, en appelant x’ le 
module de x, et b’ celui de db, on aura 


x’ +0’ 
c+0b ,„. - 


ja” | + l.« a 2. +. < Me * 


Le developpement du terme general de la serie (12.), dans lequel 
on a substitu& A chaque terme son module, nous donnera la fonetion que 
nous avons appelde P,, et nous aurons | 


[74 


ö a a— Ob o—1 M _x’+0h 
ER a. M 


Substituons A la factorielle son expression approchee; soit k un nombre 
positif qui a pour limite 1 pour d9=x, on aura 


nf 
dh’ 
! ! ) 
a’kMe« 1 bee 
P, . n ( ) A , 
Aa a 


b'e” Y2rı 


a etant le module de a, et b’ celui de b. 
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Il suit de cette formule que la serie des P, sera uniformement con- 
vergente, si 


h’ 


Kart — : 
e ’ C, 
a 


ce etant une constante r&elle, positive, et finie. Mais si 9 peut croitre au- 
[2] 


delä de toute limite, Ye aura pour limite 1. et ’on pourra poser 


A he 
SE ur 
[44 


Cest la m@me condition trouvee par Halphen pour que la serie 
d’Abel converge et quelle represente la fonetion. Üette condition est 
suffisante, mais non necessaire. >i elle est remplie on pourra appliquer 
le theor&eme I a la formule (12.) et &erire 


a(a—2b) wi, a(a—p5b)‘ 
‘ :925)\- . 
Fe a u € 


F(x+a) = F(z)+aF (c+b)+ F'(z+3b)-+-.-., 


Halphen a aussi observ@ que la serie du second membre peut 
converger sans representer la fonetion, et cet illustre geometre cite plusieurs 
exemples. Notre analyse fait voir que ce fait pourra se produire quand 
la serie formee par la substitution de F(x) a f(x) dans l’expression (12.), 
indefiniment prolongee, sera convergente, en m&@me temps que les series 
verticales seront divergentes, c’est-A-dire que pour une valeur de 9 suffisam- 


ment grande 


F' 9) (x - 2 b) 


ne sera pas developpable suivant les puissances de (=-+#b). 

Diseuter tous les developpements qui s’obtiennent au moven des fonc- 
tions gen£ratrices, ce serait faire la theorie de presque tous les developpements 
connus des fonetions holomorphes dans une aire. Nous sommes done oblige 
de nous borner & quelques indications tres sommaires pour donner une idee 
de la variete des resultats qu’on obtient. 

A chaque nouvelle forme donnde au developpement de l’exponentielle 
correspond une nouvelle serie pour le developpement des fonetions. 

Une formule deja obtenue par le developpement en fraction continue 
de l’exponentielle, et que M. Hermite donne avec de nouveaux £elaireisse- 
ments dans son beau memoire sur la fonetion exponentielle (Paris 1874, 


*) % 
539” 
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pag. 5), donne 
= [IKav)—-II—avr) = R,., 


m 


/IKavr) = 2m(2m—1l)...(m+1)—-(2m—1).. .(m+1); 


A m(m—1l) » » 
+(2m—2)...(m-+1) S n ) av — + +(—1)"a"v", 


e er 


R, vr —]) m f e”’ (1—t) f" (1— N" dt. 


Nous en tirons 


/ FE m— m .,! R, 
e”— 1 = A,aav— Aa v + -+(—-1)""A,a”v"+ - 


>m.. .(m+ 2’ 


is a el Ber 1) 1 


et ensuite 
fa+a)-f@) = Ilfe++r)-Aaf"c+a)-f()+- 
ee 


R. = Eer,(- a rn 


Dans l’expression de R, nous pouvons changer l’ordre des integra- 
tions; et nous avons 


| m gm 1 " N. 
R, = 2 u S rad" (+all-N)dt. 


ö 
Ce developpement a et& obtenu par une autre voie par M. Darboux*). 
Et il donne la m&me forme pour le reste. 
Posons 
| - Re a(a—r), „, s 
e” = (e" 141)" =14+ le" -)+ 5: ("1 +. 


Cette serie est uniform&ement convergente, quand 


e—1l<1, 





on en tire 
a A(z)  ala—r) JI’f(x) 
RE °/ 
t+a) = f(2)+ er 
Be a et 
Jette formule a ete se par M. Schlömilch**). Elle s’etendra 
Gette formule a et@ donnee par M. Schlömilch”*). Elle 
*) Sur les developpements en serie des fonetions d’une variable. Journal de 
Mathematiques pures et appliquees, 1876, pag. 291—312. 
“*) Zeitschrift für Mathematik und Physik, 1579, pag. 48 und 53. 
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aux fonetions holomorphes par le moyen du th&eoreme III, qui donnera les 
eonditions pour la ceonvergence. 
L’identite 
e” —e”" = e’(e” —1)—e” (e”—1) 


eonduit & la formule de M. Marchand*) 
fla+z)-flatz) = | flatm)- flatz)+ j5/(ate) 


— , f(a+tx)+--. 
Posons 
X = Aec+Ae”+--+A,e", 
et determinons A,, As, ... de maniere que le developperment de X coineide 
avec celui de e”” jusqu’au terme inclusivement 


(zv)" ! 
1.2...(n—1) 
Soit pour cela 
A ER ı o EABSErE 8 
„_ aM m 0% p_a % e. &;; 
Em Eh A Fe a 
von aura 
P; 
4 = 
I 
/1 


. \ (4 . 4 a ’ 
Or siz\ ,) est la determinante d’un polynöme de degre »—1, le plus haut 


v 
1 1 , 
exposant de dans x ) sera r et tous les termes du developpement de 


e’* contenant un exposant de » Egal ou superieur A », donnerons zero en 
integrant. Done 


Eey( : )dv = E(A,e*” ++ A) : dv, 


et substituant les valeurs trouvees pour A, on aura la formule d’inter- 
polation de Lagrange. 
Toute la theorie de l’interpolation devient remarquablement facile 


[4 


et elegante par l’usage des fonctions generatrices. 


*) Nouvelles Annales de Math&matiques, 1582, pag. 450—458. 
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On a 


hv hv (n—1)hıv 
Fa | ann (e n —1)[I+e” +... te n ]. | 
d’ot, posant 


1, = V+2+.. +1), 


dfa) = f(r+)-f@), 


on 4 


h} 


, " er N. h’), En 
fla+h)fla) = nöfl)+ Ha spa) + dr" la+ 





kh d—+1 
ee 
Z nn n \0 
. ° 13.0 #3) ds, 
et ensuite 
khnetl { ,„ kh 
De” y(l)(e*" — Zds = y 


« 
0 0 


pour l'expression du reste. 


V. 
Venons aux formules de sommation, parmis lesquelles sont com- 
prises celles de M. Kronecker. 
Nous avons 


R ‚„e”"—] 
OH W+ +) = EI 2 (S)Wr, 


ou bien en general 
13) MOIHMEHDH--+fletr-1) = EI er, Der 
Run f(&) fa Be, fix re” ) I e ıa\ v v 
En employant le developpement 
v m  _ b 
un ı RR 1 Y RM 1 vV— . v' ... 
e—] ie 1.2.3.4 ” 
on retrouve la formule d’Euler. 
Le developpement 


( Te, 28 4,(0) u $,(0) 2ı 
e’ Mr rr ie A 


ur 
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donne 
2” fle) = SIr@).de + ud /dfa)da® te 
Pod) Ser __Porı(0) (2) 
+7.2..0 It 1.2...(0+1) aT- 
96-1) ” 
Ifln) = Flr+0r)-Oflc+-Yr)+ "IV Ka+-Yr)—- Au fle) 
Mais on peut employer d’autres developpements. On a 
1 e3 2v | av 
un ei vr on " virün) 


et en outre 


2v 2» 1 ( v ) N H( we ( v 4 
v’+(2hn)”  (2kn)® In’ 4 >kra 
1 >m )y 
— "( | er , 
Ihn / v’+(2kr)‘ 
En prenant liintegrale le long d’une eirconference de rayon —> 2hr, on 
obtient 


- ,‚e*(e"—]) ’ V pr 1 u "27T w COS! 2kn(2— x) 
(15) Ei al) az) = 2 / rel) ein de. 


Substituant ces developpements dans la formule (13.), nommant s un entier 
positif queleonque, on obtient la formule de M. Kronecker 


A a Re 
- f ee 4 


sinn(s—x) 


(16.) . > 2(—1} 
J Zi" @)- [7 g- +-r) IP aa 


| er Im) 55 2c0s2k a(3 — x) 
H—1) As em (kan d2. 





Cette formule n’est ainsi demontree que pour un polynöme entier, 
mais la formule (14.) etant valable pour tout le plan, on peut introduire 
ce developpement dans la formule (3.) et etendre ainsi la d@monstration aux 
fonetions uniformes ayant des points de diseontinuite polaires. Il est facile 
de voir comment on peut encore &tendre la demonstration, mais cette voie 
est bien plus laborieuse que celle suivie par M. Kronecker, et comme nous 
le disions en commencant, les fonetions «„eneratrices en ce cas n’ont 
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d’importance que pour relier ensemble des formules obtenues par les moyens 
les plus differents. 

la formule (15.) subsiste seulement tant que f”(z) n’est pas zero; 
si f(x) est la premiere derivee qui s’annule, e’est-A-dire, si f(x) est de 
degr&e 9—1, on ne doit pas prendre 2m plus grand que 6—1. Üette restric- 
tion est inutile & introduire dans la formule de sommation, parce que les 
termes qu on devrait effacer s’annulent d’eux-mö&mes. 

On peut caleuler d’autres sommes avec la forme donnee par M. 
Kronecker ä sa serie. Par exemple, on a 


f)-fae+D+fle +2) —f(c+2r—1) 
A) 1 — ei’ X. | . 
= 5 TIg:e »(,„)d 


re’ 
)r l => 2» 
ad ,' Be „vr, p PA ” 
= E(l1-e"”)e .(,)a E = ee sw en 
Rn sin 2sn (2 —:) 
z MEN 5 1) Take 
> 2-1} 


4 (d—1)/, (2-1) u r) - 
z[f (2)— f (X \ 2ı 2r)] Z (2k+1)r)” 


“ ee er 
fen REN 4, 
En general, si Von sait sommer 
A,e"”+A;e 
on saura sommer 
A,f(2+0,)+A,f(2+0 

Par exemple, la serie d’Euler 

1 E- ‚ (1—- a")(1—a”t!) 


ay- ay— 


(i+ay)Ai+a’y)...(i+ay) i 1—a (1—a)(1—.a’) 


donne le moyen de sommer 
a* | . A-ar)(1-—a 52 
N — 2) — -- rn 
S f(®) 1—a af(x 1) (1-a)(1—a? a f(r+ + 
Pour eela on posera 
| 7:23 as | A, 
(1-++ay)...(1-+a”y) I+ay ' I+aty ı14+ary 


yid. 
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On developpera en serie de fractions simples 
| 
l+ ae’ 
et le caleul s’achevera comme pr&c&demment. 

Une petite diffieult@ se presente ici. La serie d’Euler n’est valable 
que dans un cerele de rayon moindre du plus petit module de y qui annule 
le d&nominateur, et pr&c@demment on a pris lintegrale le long d’une eircon- 
ference ol v a un tres grand module. Mais il est facile de voir qu’on 
obtiendra le m&me resultat en prenant cette integrale le long d’une eircon- 
ference d’un tres petit rayon. En effet, nous aurons 

v l W” er wn—? s ww’ 
nr — u“ | .+(—1)" -1 er -1)"” WITEETZE HERE) 


Multiplions les deux membres par 
3 
e"y(,„)d 

et integrons le long d’une eirconference d’un tres petit rayon autour de 
l'origine. Il viendra 
FE u I\ ER i w(c—-:) 
E — ı\-)dv = / f(@)ds|1- 

0 


v’+w’ "\v 

a wm? (2— 2) . "x “—2 d’”"(cos(wt)) er 

HI I ar 
1.2...(2m—2) . dt‘ 


mais le dernier terme est pr&cisement le reste de la serie du cosinus, done 


TE 2. 1 Bar | ‚ 
E 4 dv = f\z, LCOSW x—z)dz, 


v’+ m’ v, u 
(0) 


et nous retrouvons ainsi la m&me &quation qui nous a servi A etablir la 
formule (16). 
Soit 
S = u+A+--+A,u,+ + A,u 


la somme des » premiers termes d’une serie convergente, et supposons «, 

e 1 FE 
fonetion de z, on devra alors le representer par la formule (3.) et 
l’on eerira 


»%. 
U, = / e”’w(v)dv. 


Supposons encore que les coefficients A,, A;, ... solent ceux de la serie 
Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 4. 40 
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reeurrente 
a. i 
q = e’+A ee ”+-..-+ÄA e’”"—R 
1+0() „ n 
O(v) um LEe”’+l,e”...4 1,e”, 


Nous aurons 


= RN w(v)dr Ru v)dv. 

I 00) v@ + / Ruß) 
Mais en posant 

P=1+ua, t=0((v)-e, 
Det.d;a, = e’(O(n)—e)w(rv), 
on obtient 
| in (m+1 
zu Ze: “pe RR m j BER: DUO \m 
1+0(v) v} 8° +( 1) ge+1 \ 1) PHA+N ' 

‘ u u u Dat 
\ BEER a E75 a 2 m 
S ß 8° ı ' ( 1 ) Art 1 


»% e>mu+! 


+/ Ry)dr—(-D" | Guriazı Pod. 


| ' 
Si l’on fait 
Or) ed, ae = 1 >32, 
il vient 
Ah Amt = Hu, 
et l’on retrouve la serie bien connue d’Euler. Il est elair d’ailleurs qu’on 
peut substituer une autre fraction rationelle ä celle que nous avons consideree. 


VI 

Supposons que dans une science d’observation on ait obtenu les 

valeurs de 
Ra) Pal oo FR 

ainsi que de leurs differences finies. On demande de developper f(x) suivant 
ces valeurs. On peut m&me donner les poids «, «&, ..., «, aux differentes 
series d’observations. 

Multiplions l’expression sous le signe integral de la formule (2) 
par l’expression identiquement @gale a 1: 
a et ee a,er 


a, er’ 4 ae’: ... —- a,.e Ir 


5508er 
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Posons 
| er, 


ern 


T er? (1-+1)' 


_— —_— 
—_— — 


& eve u. ... +a,e'"r a a, 
| (14) + +0,(141) 


= „+HtP,(@) + P;,()+--. 
Cette serie etant uniformement eonverzente dans un eerele de rayon moindre 
oO Pr 
que le module de » qui rend nul ou infini 7, on aura suivant le th&or&me II: 
f(&) u P,(a,f(a)+&,f(a)-+---- a.f(a,)) 
+P, (z)(a,4 f(a,)+ 0,4 f(a.)+ + a,d f(a,)) 
+P;(z)(o, I’f(a)+,I’f(a,)+:-- +0,4°f(a,)) 


— 
P, = 
0 @a+0@,+:.+o, ’ 
x aa, +aua, +: ta,.o 
> » —— ] 1 2 2 T i I 
P,(x) rege - ar | ne 
(a, +0@,+°''+0,) ı(@, +@,+-+a,) 


Si l’on voulait que la serie proe&dät suivant les moyennes des derivdes 

il faudrait developper suivant les puissances de v 
i1+er0er2..4 er) 7” er’ —1 

Si Von developpe O(v) suivant les puissances ascendantes de v, et e" 

suivant celles de vx, on obtient pour f(x) une serie dont les coeffieients 


er: e:(e—1) ai 
| an ’*()(v), 


sont des polynömes en x. La differentiation par rapport A x fait voir que 
chaque polynöme est la derivee du suivant. 

Ce genre de serie a et Etudi€ par Halphen*). IJanalogie que 
presente cette theorie avec celle des fonctions generatrices ne pouvait 
echapper ä la sagacit€ de ce savant geometre, et il dit lui-möme **) qu'on 
pourrait s’en servir pour v£rifier la convergence d’une de ses series. Mais 
ayant surtout en vue des developpements holomorphes dans une aire, il a 
prefer€E de suivre une autre voie. La theorie des fonetions generatrices 
permet de penetrer plus avant dans la matiere; elle nous donne des deve- 


E\ 


) Sur quelques series pour le developpement des fonctions A une seule variable. 
Bulletin des sciences mathematiques, 1881, II, pag. 4652—48S,. 
**) loc. eit. pag. 475. 


40 * 
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loppements mixtes, comme celui de la formule de M. Kronecker, composes 
d’une partie holomorphe et de series trigonometriques. 
Ainsi on peut developper Q(v) par la formule 


00) = ne 5 sin & 1 5 2v(cos®—1) 1 2wsinw 
u Te“ rn v’+w* r v’+w? 
2krı 
ww = .. 


r 


Ensuite on integre sous cette forme les premiers termes jusqu’a lindice 6. 
Ils donnent des expressions trigonometriques, par les formules generales 


E e” (4 )av = Sr@peoso(ß—3)ds, 


Sy 


en A | 
ne er, )dr = J f@)sinw(P— 2) da. 


Les termes au-delä de liindiee # sont developpes en series suivant les 
puissances de v, et donnent des series suivant les puissances de x. Le 
reste enfin peut se caleuler facilement comme celui de la serie de M. 
Kronecker. 

L’avantage de cette maniere de proc&der est que ce sont pr&ceisement 
les premiers termes qui, par leurs developpements, rendent peu eonvergente 
la serie holomorphe. Il peut done convenir de les sommer par un autre 
moyen, 

La serie de M. Leaute 


1 2. \ / . / / ' 
ee a—b , f()da+P,(@)[fa)-flb)) Pa) (a)-fb)+t; 


sobtiendra en developpant 


e’* 


vh 


eri—e 
suivant les puissances de v. En employant au contraire le developpement 
a re Ei kur ii BE 
ee, Mr (a-b)» "5 (ab) + (2hn)? ]’ 
on obtiendra une serie mixte, avec des termes trigonometriques. 
Halphen, en employant une analyse semblable & celle des fonetions 


generatrices, resout le probleme de developper une fonction f(z-+y) suivant 
les derivees successives d’une fonction O(y). 
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Avee nos notations nous obtiendrons tres simplement ce re£sultat 
en posant 


Det.O(y) = w(L), 


V 
et nous aurons 


| 
. ih -.( 2 
f(e+y) = Ee"y\, ) Zr dv. 
v(, 
Soit 
erryl ) [02 )er: 
(18) U= 73 = P,+vP,(2)+.-+v"P,(2)+ 5 
/ 
v() v(,) 


on obtiendra 


) En . y 
(19) fl@+y) = P,O(y)+P,(a) a + Pa) IM 1 Bee a1 ar. 


Pour que cette serie indefiniment prolongee soit convergente, il faut 
d’abord que la m&me condition soit remplie pour (18.). Or, si p est le plus 
haut exposant de . dans (=), et si U est developpable suivant les 
puissances positives de v, il faut que 


j 
= 
vr 
v 
le soit aussi. Nous pouvons done poser 
1 
/1 


u - 


A,v?’ + A,; 1 yrt! - .. 


La determinante v() est done de celles qui ne deviennent pas 
infinies. D’un autre cöte, la serie (18.) etant uniform&ment convergente, 
on se trouve dans le cas du theor&me II, et l’on en deduit la convergence 
de la serie (19.). Mais ces series se r&duisent generalement A des identites, 
et ne presentent guere d’interet. 

Il en est autrement, si l’on ne s’astreint pas ä la condition que w 
represente la determinante d’une fonction. 

Posons 


vx 


n l TR 
fe) = Ey( „)w@) u) dv. 


En ° / - ... 
(20.) > P,+vP,(@)+v’P;(&)+-. 
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Cette serie etant supposee uniformement convergente dans un cercle de rayon 
fini autour de l’origine, on aura 


(21.) f(@) = Z P@)Ez(--)w@)viar. 
En partieulier, si l’on pose 
ver) = ee", 
on retrouve la serie donnee par M. Hermite*) pour une classe beaucoup 


plus &tendue de fonctions, sa demonstration etant plus generale que celle 
ä laquelle conduit notre theorie. Nous avons 


di evz—ar’ 
2...iP,() = ( NT; .) 
1.2...:P,(x) Fe 

i 1 '(k)qP 
22. Er'z( )e”'dv == 5 _2 
=> A 120° 
k—i 5 
= -—,- = un nombre entier. 


Les modules de cette derniere serie formeront une suite convergente, 
si, ?% @tant un nombre positif fini, on a 


(23.) Pol <P*, 
et Ja somme de ces modules sera moindre que 
Pe” 


Mais la fonetion representee par (20.) etant dans notre cas holomorphe, 
quelque grand que soit le nombre M > /, on peut trouver un indice m ä 
partir duquel 

M"|P,,(&)| RR 
A partir de cet indice, la serie forme&e de celle (20.), en sommant les modules 
des series qui donnent les eoeffieients de P;(x), a les modules de ses termes 
moindres que ceux de 


F°a ß \ 
r ( m/' 


Les conditions du theoreme III sont done remplies, et la serie (21.) converge 
avec f(x) vers la fonetion holomorphe F(x), qui satisfait A (23.). 

La forme donnee par M. Hermite pour le terme general de la serie 
etant un peu differente de la nötre, il convient de faire voir qu’elles coin- 
eident dans le cas que nous traitons. 


*) (omptes rendus de l’Academie des Sciences de Paris, tome LVII. 
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M. Hermite donne pour terme general 


Pa) STE Pe) fs)ds, 


x’ 


1.2..P.(e) = (-1- —_ (2a). 


, d.x' 


D’abord pour ce qui concerne les polynömes P;(x), il suffit d’observer 
que l’on a 


ve— av? ( 
e = ee e 


pour les mettre sous leur nouvelle forme. Ensuite, substituant cette valeur 
dans leurs coefficients, et integrant par parties 


een, wi 2? | Le { = g°’ 

— / e “P,a)f(z)ds = [ f’(z)e "da. 
2(2a)'yanı_* 2yan _” 

Cette formule subsisterait encore, si au lieu de f(x) on mettait F(x), car 
en vertu de (23.) 


e " F%(&) 
a pour limite zero, quand 3= +x. La fonetion F(z), etant holomorphe 
sur tout le plan, peut &tre developpee sous le signe integral, et en obser- 
vant que 
1 a 4 f®(0)a® 
*(k) - u Ze J v 
/ f (0)-5 n € ds = h (= i+20) 


2yan _* .2...(k—1) 5.0 


on obtient pr&cisement le second membre de l’@quation (22.), et l’on voit 
que notre formule coineide, dans le cas que nous considerons, avec celle 
de M. Hermite. 


Faisons 
v(v) = (v—-a)(r—a,)...(v—a,) = A, + Ar + Ayr+ 
rn = er B, 
(v—a,)v—a,)...(w—a,) v-a, ' v-a, 9-4, 


En vertu de la formule (4.) 
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done 


fe) = [TA +Af ++ A [Bier + Bee +. 


a, (x—: 
+ B,e”" "da. 
Dans le cas de racines &gales on observera d’abord que 
1 


8—1 
F or FF zT 


” v—a)P ° 1.2...(0—1) 
et Yon verra alors que cette racine donnera dans le developpement de 
f(x) les termes 


I Tt + 


Les racines imaginaires donneront des termes trigonometriques. 

On obtiendra des developpements analogues en substituant & la deter- 
minante d’une operation les r&duites de la fraction eontinue qui la representent. 
Et aussi en appliquant cette methode & la determinante d’une fonction. 

Pour en donner un exemple soit: 


0X 
e, 


e22) dz. 


2 


log(1+) eos 2-5 +4 — +R,.; 
“ a° a Be FE 1 1.2 1.2...(m—1) 
Det. (x S t..+ = ) en -(-- + at a): 
v+5 Ay, 1 2 ET 
r4y42  y y * ve pi FR, 
20 12 
er y* 
= 
v’+4v-+2 
Il suit de la que 
e’* v-+5 


log(i+zx) = E dv-E -Rdv-+R,. 


v v’+4v+2 


Mais 
Ze v+3 Kai 5 4, | 4, 
+42  »y121Y2 i ER MEET. 
) /> 
“a y2 +2 
A, — 4 r A, - 4 
done 


log i+2) = / de[Ave*"+Ae*#]+R—E — Rd. 


ie 
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ET en ie c 


Pour avoir un autre exemple prenons 


B K ee ee WE LEE 1.3...9 „5 
Yl—r Tie Zu DE MiE Due 
1 1 5 15 105 945 
a r Fr I a; | 
Det.t v 7 77 Da 77 Du Br "77 a ET 7a > 7'228, 
u 
| - = Det. P+R 
Di © ee 
> ’„_ fi ] Q 
Or l’equation 
15 a '- 
v’— — v-- T v’— = = 0) 


a trois racines reelles 
oe, =1,1845..., &=0,19017..., «a, = 5,5253... 


On aura done 


)»*) 
y? y .)*.) 
— ( w 
4 > A A, A, 
ü 5 . 45 N 9 ya, ' VU 
- v’ v— 
.) I 4 “ 
l 0: RR, ri ’ _ vr N 
= A, e*"+ A,e*- A,.e"+-R—- Ee”"NRdr. 
yı | 
—— 


En general soit 


Bo /NAN ı I/NN\ u ce" (7?) 2 
= AN+ TEN +, OHR, 
et soient 
Os 162) . (Üü 
les racines de l’&quation 
/ \ rg N MH \/ 
F(0) Fon .:. FO 
F (0) rn’... Pr 
— (), 


F-200) FO) ... FE) 
1 yv  - 





Le premier membre de cette &quation represente, A une constante pres, le 


denominateur D, de la reduite du developpement de la determinante « 
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.r 
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fraction continue. Soit N, le numerateur, et posons 


A, A, A; 


; c—a, c— a ©; 
on aura 
F(x) = A,e””+--+4Ae"+P. 

Le reste P peut s’evaluer facilement, on obtient 
gitl 
1.2...(2i+1) 
0,, 6,...6, etant, comme on sait, des nombres plus petits que lunite. 

Passons & une autre transformation. Soit 


(24.) t = A, v+A,v’+--+A,rv 


9%; P 4 va, 
P _— R— [A,ay He“ +..+ A,o; Ho 7], 


la determinante d’une certaine operation 
I) = Af'la)+ Af"@)+--+4,f”(@). 
Si A, n’est pas nul, l’&quation (24.) a pour # tres petit une racine » simple 
et developpable en serie convergente au moins dans un petit cercele autour 
de l’origine. Soit dans ce cercle 
v= ALitrkft---. 
Cette serie &tant absolument convergente, e’”’ est developpable en serie 
suivant les puissances de £, et l’on aura 
e" = 14 PH Pet 
On en eonelut 


fat) = )+RrWIDHRNELDIH 
f(x) etant un polynöme, le second membre a un nombre fini de termes. Il 
devient une serie, quand f(x) converge vers F(x), et alors les conditions 
de convergence seront donnees par le theor&me III. 
Prenons un exemple tr&s simple. Soit 


t= pr-+rv. 
On a pour la racine proche de zero, # Etant tr&s petit, 
t ER EEE > 1? 
v=———+2—;-5—+1l4— 
Re a. p ' 


qui est convergente pourvu que 
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On a ensuite 


u BE: u y an y? BR; 4 
P,(y) a p ’ P, (Y) 2 2p? p’ ) P; \Y) ia 6p° p' 1 





fa+ty) = fd+PıWlaf (DH) )+Pey)e' ftp HL" R)) 


Prenons eneore 
t = sinv, 
on aura, pour jt| <1, 


3 9 
v4) 4 
u“: 2.4.9 


e” = 1+ PH Pet, 
P,(y) sr Y; P,(y) er — I P,(y, u 5 r 5 ’ 
'UEPOTR, 1 
If(z) er 2y— 
f(a+y) = fd+P WIE +HPRMD+H 


= (f(a+V/-)-fl@-1-D), 











Ueber das Additionstheorem der Cotangente und 


o (u) 
o(n) 


(Von Herrn F. Schottky in Marburg.) 


der Function &(@) = 


\ 
Für die Formel, welche die Partialbruch-Zerlegung der Cotangente 


darstellt, existirtt eine Anzahl verschiedener Beweise. Das Problem, um 
das es sich dabei handelt, lässt sich folgendermassen auffassen. Die Cotan- 
cente ist zunächst definirt als diejenige Function, die der Differentialgleichung 
dx 


= —1— x’ genügt und für «= (0 unendlich gross wird; sie ist periodisch, 
au ) 


und ihre kleinste Periode heisst 7. Es ist nun zu zeigen, dass ctg(«) 
dargestellt wird durch den Ausdruck 


1 ein l 1 
u +=( u— mn R mrt ): 


wo die Summation sich erstreckt über alle ganzen Zahlen m mit Aus- 
schluss von Null. 

Eine Gruppe von Beweisen beruht auf folgendem Gedankengang, 
Man zeigt, dass etgu nur & wird für «=0 und die Vielfachen von +7, 


ns, Dann kann die Differenz 


an jeder solehen Stelle mr wie er 


l 


m 


1 1 
netg(ru)— 27 =( u—m r 


nur eine Funetion w(w) sein, die für endliche Werthe von « niemals un- 
endlich wird, oder eine Constante, und man bringt functionentheoretische 
Gründe dafür, dass das erstere nicht der Fall ist. Zum Beispiel folgenden. 
{ u 


ys . x) ‘ * . yQn N 1 1 » u £) 
retg(nu) ist das arithmetische Mittel zwischen netg ( 70 5) und zetg(n 7, 


Dieselbe Eigenschaft weist die Reihe auf; daher müsste auch w(w) diese 
Eigenschaft haben: 
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v(5,) -u(*) 


) 


._ 


y(u) = 


Es fragt sich nun: Kann eine Function existiren, die in der ganzen Ebene 
regulär, aber keine Constante ist, und die dieser Functionalgleiehung genügt? 
Diese Frage muss verneint werden. Denn denken wir uns um den Null- 
punkt einen Kreis beschrieben mit einem Radius, der grösser als Kins ist, 
so müsste sich nach einem Satz der Functionentheorie auf der Peripherie ein 
Punkt x angeben lassen, wo der absolute Betrag von w(w) grösser ist als 
in jedem Punkt innerhalb des Kreises. Innerhalb des Kreises liegen aber 


a i . ö l-+u L A . 
jedenfalls die beiden Punkte 4« und — ,-—- Daher wäre für dieses «: 


2 
layfar\| - dh u | ( Aru \ 
y(u)| > Y >-) und y\ Er 
Folglich: 
u ’ 1+u \ 
ng w( .) ) u v \ .) J 
vw) > ; 
und um so mehr: 
u 1-+uN\ 
v(5)- 
ul - - 
|Y (“)| . ) 


Dies widerspricht der obigen Funetionalgleichung. Mithin ist die Differenz 
eine Uonstante, die offenbar den Werth Null haben muss. 

Dieser Beweis ist aber ein indirecter, insofern ein funetionentheore- 
tisches Prineip zu Hülfe genommen wird. Der direete Weg ist der, dass 
man von den Definitionen 

O0 GE EN 


u u—m m’? 


TT 


l 


7a ge 
f‘4 =4+2|- u; 


1m m, 
ausgeht und durch wirkliche Ausführung der Multiplieationen die Gleichung 
FW)+n’+f(u) = 0 
herleitet. Dies durchzuführen schien mir deshalb von Interesse, weil eine 
Schwierigkeit überwunden werden muss. Wenn zwei Funetionen gegeben sind 
als convergente Summen rationaler Functionen, deren jede nur an einer Stelle 
unendlich wird, so entsteht durch die Multiplieation beider auch wieder eine 
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Summe rationaler Functionen. In dieser aber besitzen die einzelnen Glieder 
im Allgemeinen zwei Unendlichkeitspunkte, und es ist nicht immer leicht, 
sie in je zwei Functionen mit nur einer singulären Stelle so zu zerlegen, 
dass die Summe unbedingt convergent bleibt. 

Statt der Differentialgleichung wollen wir das Additionstheorem 
beweisen, und zwar in der Form, dass für drei Argumente u, e, w, deren 
Summe gleich Null ist, die Gleichung 


fWfe)+fW)fw)+fo)f(w) = ’ 


besteht. Wir schreiben den Ausdruck für f(w) so: 
u) = Zfüu; p), 


1 
fu; p) = +C, 


u—p 


Hier ist über alle ganzen Zahlen p, Null eingeschlossen, zu summiren; c, 


[3 Pr . . 1 . . 
bedeutet eine Constante. ie gleich 5 ist, wenn p von Null verschieden, 


gleich Null, wenn p=6 ist. Danach ist: 
fÜ)re) = Zr: p) Fe; Q) 
Fr) = Zflus PfWw;s 7) 
Kofi) = Zfle; Wflw; N) 


Wir denken uns in der ersten Summe in jedem Gliede zu p, g eine Zahl 
r, in der zweiten zu p, r eine Zahl g, in der dritten zu q, r eine Zahl p 
so hinzubestimmt, dass jedesmal p+qg+r=0 ist. Dann sind die Glieder 
der drei heihen in völlig bestimmter Weise einander zugeordnet, und wir 
erhalten, wenn wir 
fufe)+fwfw)+fe)fe) = 8 
setzen, durch gliedweise Addition: 
S= KR, ve, w; p, q, r), 


P,gq,r 
Ru, wi pr) = Kur Pfle: Hu; p)flws fa+f; ges r). 
Diesen rationalen Ausdruck, in dem 
atr+w=0, p+g+r=0 


ist, haben wir umzuformen. Da 
1 


on ( . N —(! 
5 = Mu m-e 
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=] 


ist, so ist: 
mean = f(u: p)fe; D-e,f(u; pP—c,f(u; M)+ec,c. 
Ebenso stellen wir: 
1 | 
(u—-p)(w—r) " (P—g)(w-—r) 
dar. Die Summe dieser drei Ausdrücke ist Null. Daher erhalten wir: 
R(u, v, w; p, q, r) = (ec,+e,)f(u: p)+(c,+e,)f(e; Q) 
+(e,+e,)f(w; r)—(e,c,+C,c,+c,C,). 
Demnach zerlegen wir S in vier Theile: 
S = S+8,+8,+S,, 


wobei 
S, = Z(ec,+e,)f(u; p), 


S, die entsprechende Function von e, S, von w ist, und wo: 


S, = 2—(c,c,+c,c,+c,C,) 
ist. Allerdings beruht diese Zerlegung von S auf der Annahme, dass die 
vier Summen unbedingt convergent sind, ein Punkt, auf den wir sofort zu- 
rückkommen. Vorläufig nehmen wir die Convergenz an. Dann folgt weiter, 
dass S,, S,, S; gleich Null sind. Denn es lässt sich z. B. S, so schreiben: 

8, = h, fu; p), k 


_ A 
p — — (6,7 C.), 


wo zu summiren ist über alle Zahlenpaare g, r, deren Summe gleich —p 
ist, und es ist leicht zu sehen, dass jeder dieser Coeffieienten k, den Werth 
Null hat. Somit ist: 

S=S,= 2—-(cc +c,c,+6,6,). 
Betrachten wir hier ein Glied, in dem die drei Zahlen p, q, r sämmtlich 
von Null verschieden sind. Dann ist: 


Hk | ae. p+qg+tr 2 
(e,c,+c,6,+c,6,) = re, V. 
Nehmen wir aber p=0, g=n, demnach r=—n an, wo » nicht Null sein 
soll, so erhalten wir: 
| | a‘ 2 1 
—(c,06,+6,6,+6,6,) = A 


Dieser Werth — entspringt aus sechs verschiedenen Gliedern. Demnach ist: 


. 
SI, = 6, 


u n“ 











‘ 
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Wir können aber diese Constante auch dadurch bestimmen, dass wir in der 
Formel S=S, für « und o den Werth 4, für w den Werth —1 setzen. 
Dann wird f(w)=0, fw)=f(e)=n; also ist: 


S, = m, 


Aus der jetzt bewiesenen Gleichung 


[Wfeo)+fu)fw)+feo)fw)=n’ für uatvr+tw=(0 
folgt sofort die Differentialgleichung: 


Ft + = 0. 
indem man © =( werden lässt. Setzt man nun: 


1 23 Fr 

A En a! 
so ergiebt sich: 

geaW)+l+y(u) =. 
Folglich ist Y(wa) die Cotangente und die kleinste Periode derselben. 
Aber alle diese Schlüsse setzen voraus, dass die Summen $,, $,. 

S,, S, unbedingt eonvergiren. S, und S, haben dieselbe Form wie S,, und 
da S,=S-S,—S,—S, ist, so genügt es, die Convergenz der einen Summe 


=(c,+6,)f{u; pP) 
festzustellen. Wir lassen die Glieder fort, in denen p, q oder r gleich 
Null ist, da sie zweifellos eonvergente Partialsummen bilden. Für die 
übrigen ist: 
u u. 
u Bu 
pP 
und da der erste von diesen beiden Factoren eine endliche obere Grenze 
hat, so kommt es nur darauf an zu zeigen, dass die Summe 
BE 
pqr 
einen endlichen Werth hat. Sie ist zu erstrecken über alle von Null ver- 


| \£/ = > fi 
(e,+,) N: P) Ani 


schiedenen ganzen Zahlen p, g, r, die der Bedingung p+g-+r=0 genügen. 

In jedem solchen System p, q, r sind entweder zwei Zahlen positiv, 
die dritte negativ, oder zwei negativ, die dritte positiv. Danach zerfallen 
die Glieder in sechs Gruppen, und die Summen selbst in sechs Partial- 
summen, die offenbar einander gleich sind. Es genügt daher, die eine Gruppe: 


p und g positiv, r= —(p-+-q) negativ, 





I RO aa 
REN er 


Be Un 2 SE EN 


ee Ve ee r - 
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ins Auge zu fassen. Dass nun die Summe 
7. | 


v 


An 
»a=ı PA(P+9) 
convergirt, lässt sich so beweisen. „Jedenfalls ist 


rg .®» | | 
Er "Eren- m Hz 
Folglich: 
A 1 ar E% Pr - 
rer <a) di << 
Ebenso: 
2 1 BE; 
dar 6 
Da nun: 
1 % | | | 
p(p+g)°  acp+gq) pg(P+9) 
ist, so folgt: 
K2 | | n® 
ip +g) 7 3 


Hierdurch ist die Gültigkeit unserer Umformungen nachgewiesen. 


Wir wenden uns nun zu den doppelt periodischen Funetionen. Die 
Perioden denken. wir uns in der Form p = ma+nb gegeben, wo m, n be- 
liebige ganze Zahlen bedeuten. a, b sind die primitiven Perioden, deren 
Quotient imaginär sein muss. Es gilt dann der Weierstrasssche Uonver- 
genzsatz, dass die Summe 

x) 

ei 
erstreckt über sämmtliche Perioden p, unbedingt eonvergirt, und demnach 
auch die allgemeinere Reihe FAR(p), sofern R(p) irgend eine rationale 
Function von p bedeutet, die für p = mindestens von der dritten Ordnung 
verschwindet. Hiernach- ist es möglich, alle beliebigen elliptischen Func- 
tionen zu bilden. Man erhält ihre Additionstheoreme, indem man von dem 
Satz ausgeht. dem Fundament der ZLiouvilleschen und der Weierstrassschen 
Theorie, dass eine in der ganzen Ebene reguläre Function, die auch bei 
der Annäherung an den unendlich fernen Punkt nicht über jede Grenze 
wächst, nothwendig eine Constante sein muss. Die Additionstheoreme sind 


aber algebraische Beziehungen zwischen gegebenen Summen. Wir können 
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uns deshalb die Aufgabe stellen, sie ohne jenes functionentheoretische 
Prineip, durch blosse Rechnung herzuleiten. 

Man wird allerdings für diesen Zweck nicht jede Additionsformel 
wählen, z. B. nicht die der Funetion 9(w), denn hier würde man drei 
Summen mit einander zu multiplieiren haben. Geeigneter, aber nicht sym- 
metrisch genug, wäre das Additionstheorem der Integrale zweiter Gattung: 


ee Fee 
S(u+v)—S(u)-I(e) = > pP(u)— »(e) 


Hier ist S(w) die Funetion, die Herr Weierstrass als bezeichnet und 


o'(u) 
o(u) 
dureh die Reihe 

” 1 1 
een) = — +3 ( 


l u 
 . * p ji p“ 
darstellt, 9(u#) ihre mit negativem Zeichen genommene Ableitung. 

Aus der angegebenen Formel folgt durch Differentiation das Additions- 
theorem für Y(w). Sie selbst aber lässt sich als Differential einer anderen 
Formel ansehen, die von den Herren Frobenius und Stickelberger*) zuerst 
gegeben ist: 

Ca) + +Ew HEHE +T) = 0, 
wenn 
utv+w = 0 

ist. Diese Gleichung ist symmetrisch in Bezug auf «, oe, w; aus ihr ent- 
springt die vorige, indem man sie unter der Voraussetzung w = Const. diffe- 
rentiirt, und ihre Form entspricht derjenigen, in der wir das Additionstheorem 
der Cotangente schreiben konnten. Es ist auch leicht zu sehen, dass der 
Ausdruck links nie unendlich wird, dass er für «= 0 verschwindet und dass 
er jedenfalls periodisch ist. Damit ist die Richtigkeit der Gleichung sofort 
erkannt, wenn man den vorhin erwähnten Satz zu Hülfe nimmt. Aber eben 
die Anwendung dieses Satzes wollen wir hier vermeiden. 

Der rechnende Beweis entspricht ganz dem vorigen. Sogar der 
Uonvergenzsatz, den wir brauchen, beruht auf der schon durchgeführten 


= * ® .. hd 1 
Betrachtung. Dem Weierstrassschen Beweise für die Convergenz von >(:) 


liegen die beiden folgenden höchst einfachen und unmittelbar einleuchtenden 
Gedanken zu Grunde: 


*) Ueber die Addition und Multiplication elliptischer Functionen. Dieses Journal, 
Bd. 88. S. 159. 
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Erstens: wenn $, n reelle Variable, «, b dagegen gegebene (Grössen 
mit imaginärem Verhältniss bedeuten, so existirt für den Quotienten 
ga ! nh 
S+m, 
ein endliches Minimum A. 
Zweitens: wenn g eine positive ganze Zahl ist, so existiren genau 
4g Paare ganzer Zahlen m, n, welche die Bedingung |m|+|r|=g erfüllen. 
Bezeichnen wir diesen Werth |m|+J»| als Grad der Periode ma-+nb, 
so giebt es genau 4g Perioden vom Grade g, und jede ist grösser oder gleich 
gK. Daraus folgt sofort: 
Br $ 4g we 


> di d x 
u 3 m 3 ii, . . m 
a g’H 


p 


nm’ 


3K: 


“. WW 


Wir fügen einen Zusatz hinzu, indem wir die Convergenz der folgenden 
Summe 
l 
p'q (p—9) 
beweisen. Hier soll p alle Periodenwerthe durchlaufen, ebenso g; nur p =, 


L's.2 


q=0 und p=g ist natürlich auszuschliessen. 

Die Glieder von T zerlegen wir in drei Gruppen, je nachdem der 
(Grad von p gleich, grösser oder kleiner als der von g ist. Die beiden 
letzteren Partialsummen sind aber identisch. Wir setzen deshalb: 

T = T,+2T,, 

wo T, denjenigen Theil von T bedeutet, in dem p und q von gleichem 
Grade sind, während T, die Glieder umfasst, für die p von höherem Grade 
als q ist. 

Die Glieder von T, gruppiren wir nach dem Grade g von p und gq. 
Für ein bestimmtes g giebt es jedenfalls nicht mehr als (4g)’ Glieder, in 
jedem einzelnen ist: 


| | > fl > K 
pP und d=gK, ıp eK. 
Daher ist die Summe der Glieder von T,, die zur Zahl g gehören, kleiner als: 


MER 16 
(4g) 2 g’k? E g’ K’ 


und T, selbst kleiner als: 


16 »/|1 
K < (2) 


7 
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In T, hat jedes p einen bestimmten Grad g, jedes q einen Grad h, 
und es ist g>h. Der Grad von p—gq ist dann mindestens gleich g—h. 
Denn es sei 
p=ma+tnb, qg=moaHtnb, 
so ist: 


er 
> 


Im— m |+|n—n | — 





m|—|m’-+In|—[m. 
Folglich ist: 
Ba ER 
p g’(p—g) = K° ghö(g—h) 
Da die Anzahl der Glieder, die zu den Zahlen g, k gehören, keinesfalls 
orösser als 4g.4h ist, so ist ihre Summe: 
e 16 1 
k®  gh(g—h) 
und T, selbst kleiner als: 
16 1 
r = gh(g—h) ’ 
oder, indem wir g=h-+k setzen, kleiner als: 
IR... 1 
K® .ı hh(h+k) 
Dass diese Summe einen endlichen Werth hat, ist schon bewiesen. Somit 
ist die ganze Summe T unbedingt convergent. 

In dem Summenausdruck T schreiben wir —g statt q, und mit je 
zwei Perioden p, qg verbinden wir eine dritte, r, durch die Gleichung 
p+g+r=0. Dann erhält der bewiesene Satz die Form: 

Die über alle Systeme von je drei der Bedingung p+g+r=0 
venügenden Perioden erstreckte Summe 

„ 1 
pg’r 
ist unbedingt convergent. | 
Nach dieser Vorbereitung bilden wir den Ausdruck: 


Eu)Elw)+LIEw)+Ew)E) = S; 
wir setzen voraus, dass «, v, w drei nicht singuläre Argumente sind, deren 
Summe gleich Null ist: 

arte =(, 


und wir wollen zeigen, dass sich S umformen lässt in eine Summe von 
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drei Functionen, deren jede nur von einem Argument abhängt. Wir setzen: 
us SE. 
S(u) ee fu; pP); 
wo die Summation sich erstreckt über alle Perioden p mit Einschluss von 
1 
Null; f(u; p) aber bedeutet „ oder 


1 1 u u” 
+ 7 7 Wie 2 
Be. p'(u—p) 


je nachdem p = 0 oder von Null verschieden ist. 


) 


Zunächst können wir wieder, durch Ausführung der Multiplieationen, 
S in dieser Art als Summe von lauter rationalen Funetionen darstellen: 
S = >IR(u, v, w; p, q, r). 
R(u, ve, w; p, g, r) bedeutet den Ausdruck: 


fu: p)fe; D+f@; Vflw; r)tfw; r)fw; p): 

man erhält sämmtliche Glieder, indem man zwei der Grössen p, q, r unab- 
hängig von einander alle Periodenwerthe durchlaufen lässt, mit Einschluss 
von Null, während die dritte jedesmal durch die Gleichung p-+g-+r = 0 
bestimmt ist. 

Diese convergente Summe zerlegen wir in zwei. Haupttheile 

S = L-+M. 

L soll alle diejenigen Glieder enthalten, in denen eine der Grössen p, q, r 
gleich Null ist, M die übrigen. Diese beiden Summen Z und M müssen 
wir besonders behandeln. 

I. Z enthält zunächst ein Glied p=0, q=0, r=0. Aber dieses ist: 


l 
l -+- —. — () 


uv vw wu 


un ; 


und kann somit fortgelassen werden. Bei den übrigen ist entweder p oder 
q oder r gleich 0, während jedesmal die beiden anderen Grössen von Null 
verschiedene entgegengesetzte Werthe haben. Demnach zerfällt Z weiter in 


drei Partialsummen: 
L= L+L,-+L,, 


von denen Z, die Glieder enthält, in denen p=0 ist, Z, die, wo q=V(, 1, 
die, wwor=( ist. 

Fassen wir L, ins Auge; in diesen Gliedern haben wir p=0 und 
r=-—-q zu setzen; daher haben wir: 


Ru, 0,0; p, 9, 7) = (fo; W+lw; -N)+/e; Mfw; —q). 
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Dies ist eine rationale Funetion von g, und zwar eine solche, die für g=v 
und g= —w von der ersten, für g=0 von der vierten Ordnung unendlich 
wird, und die zugleich für g=x von der dritten Ordnung verschwindet. 
Demnach muss sich R in folgender Weise darstellen lassen: 
Afo; DABfws -+ + 

q q 
Die von q unabhängigen Coefficienten A, B, C, D sind leicht nach der 
Methode der Partialbruch-Zerlegung zu bestimmen: 


w—V —w 
A= , B=———, C=w-ov, D=ov; 
® w 
man erhält jetzt Z,, indem man über alle von Null verschiedenen Perioden 


q summirt. Da hierbei 


I 


BE 1 
=f; g) = Se) ,; 


Zw; -g) = Ew) 


(7) 


0 


\ 


ist, so ergiebt sich: 


gr (Ee)— —)+ ee (Elw)— )+s0w, 


w 


wobei s, die Uonstante: 


u 2(4) 


ist. 
Aehnlich bestimmen sich L,, L;: 
a (Ew)— 11) den (Ew)-— +00, 
w w u uU 
alla Zn (Ca) —)4 m (Co) )+sur. 
Da 
vw+wutue = lu -+e’+w), 


da ferner: 


®—U Ü—Uu FB} 


2 + 3 us Baal 


u u” u 
ist, so findet sich durch Addition von L,, 1, L;: 
L = ku)+ile)+4lw), 























} 
i 
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wobei A(w) die Function bedeutet: 
" 3 in rs \ 
u) = — —(Ew)- 


u 
II. M enthält die Glieder von FR(u, v,w; p,gqg.r), wo p, q und r 


1 


] 2 
—ts,u. 
u a 


von Null verschieden sind. Also ist hier: 
u“ . vo 


fu; p) Er p’(u—p) ’ fie: „> g(w—g) 


Wir nehmen nun folgende Zerlegung vor. Wenn u+v+w=0, p+gy+r=0 


etc. 


ist, so Ist: 
ruv = pqw— ge(u—p)—pu(v—gq). 
Multiplieiren wir diese Gleichung mit: 
uv 


p’g’r(u—p)(o—g) ' 
so erhalten wir: 
uvw 1 v u u‘ v 


fu: pfe; g) = por (u-p)ow—g) par@-q) p parw-p) q 
Aehnlieh sind die Producete 


few; Dfw; r), Aw; r)f(u; p) 
darzustellen. Bei der Addition ergänzen sich die drei Anfangsglieder auf 
der rechten Seite zu Null; diese können also weggelassen werden. Dan 
wird R(u,e,w; p,q,r) eine Summe von sechs Termen: 
u? v u’ w v° u 
pgr(w—p) g’  parm—p) r ’  par(w—g) p 
Diese Terme aber bilden für sich eonvergente Summen. So ist z. B.: 


etc. 


= ( | — u > ) u u I 
—\pgr(u—p) q ni _# p’g’r 
p 
Der Factor 


= 
. . l ; . 

hat eine endliche obere Grenze, und =( u) ist unbedingt convergent, 

wie wir bewiesen haben. 


Demnach ist es erlaubt, M in diese sechs Summen zu zerlegen. 
Wir fassen sie aber paarweise zusammen und setzen: 


ı_>$ m (> PRL.. . 
M, a er ir _), ete., 
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so dass M= M,+M,;-+M;, wird. M, und M, sind die Summen, die aus M, 
durch Vertauschung von a mit e und wo entstehen. 
M, ist scheinbar von a, ve und wo abhängig. Nun kann man aber 
q und r vertauschen, und da 
v w ® y f 
a 
ist, so erhält man: 
— u” 
r’u—p) 
M, ist demnach eine Function von a allein, die wir mit «(a) bezeichnen. 
M, ist dann = u(e), M, = u(w); somit: 


M = u(u)-+u(v)+ u(w). 
Wir können für «(a) auch die Definition gelten lassen: 


_ 0 eo, W\ 
a Aalen pqr (u—p) I: a 7 


au = = 


:o darf hier einen ganz beliebigen Werth bedeuten, während e = —u-w zu 
setzen ist. Nehmen wir z.B. @=0, v=-—u an, so erhalten wir: 
u® 


uw) = 2 — 
w . pgr(u—p) 


In diesem Ausdrucke vertauschen wir, was erlaubt ist, p, q, r mit —q, 
— P: r3 


7 
> 


u 
us) = 3 — R 


und addiren beide Formen. Da 





1 1 ru 
2 u £ 
gau—p)  p(u-tg) pg(u—p)(u+49) 
ist, so ergiebt sich auf diese Weise: 
4 

Pe GER, SER BIEERL. —— , 

“(W) p'f(u—p)(u+g) ’ Ä | 
oder | 


—2u(n) = Zflu; Pflu; —q). 


Hier ist die Summation in Bezug auf p und q über alle von Null ver- 


Ba N [N ren 


schiedenen Perioden zu erstrecken, mit Ausschluss von g=—p (weil dann 
r=( würde), Fügen wir diese ausgeschlossenen Glieder noch hinzu, 
addiren wir also auf beiden Seiten die Summe 


If (u: p), 
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erstreckt über alle von Null verschiedenen Perioden p, so steht dann auf 
; rn 1 4 
der rechten Seite das Quadrat von (u) — „ Es ist also: 
l 
2 Spar: Be ”/ . IN’ 
—2u(u)+ fu; p) = (Sa) —)° 


Nun ist aber: 


=) 2 
fu pP) = Al DH + 
folglich: 
Zf(u p) = - R (w)- u) . (u) — ARR u. 
‚ du u BERN u/ ’ 


Setzen wir diesen Werth der Summe ein in den zuletzt eefundenen Aus- 


g« 


druck der Funetion u(w), so ergiebt sich: 


5) 
ul) = Ham) +L(a))+ = (Cu) Br. ) Hisw”. 


u 


Vergleicht man dies mit dem vorhin gefundenen Werth von A(u), so folgt: 


” I \ ie, | 1 u 1 “st 7 \ 1 rıf \ 
,(u)+u(u) = L(Z w)+L (u)). 
Daher ist: 
Ser : Cor \\Gr \ "=r/ s te \ b ] “lr \ r Sets \ el, \ ' <c) x . ) m) / \ 
N ef [4 \f q 1 _—— SEE ) Li “a \ __| che { ’ “ . } 
lu)ce)+Le)&kwe)+tlw)iu) = - IHR HEHE) +TE)+Tle)), 


welche Gleichung zu beweisen war. 
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Ueber die Funetion E(x) mit complexem Argument. 
(Von Herrn E. Busche in Bergedorf bei Hamburg.) 


Di. Funetion E(xz)*) kann für reelle positive Werthe des Arguments 
auf zweierlei Weise definirt werden: Man kann erstens unter E(x) die 
grösste ganze Zahl verstehen, die = x ist, und man kann zweitens mit E(x) 
die Anzahl der in dem Bereiche von Null (exel.) bis x (inel.) enthaltenen 
vanzen Zahlen bezeichnen. Beide Definitionen werden durch die bekannte 
Gleichung 

E(-r) = —-E(z)—1 
auch auf negative Werthe des Arguments ausgedehnt. Diese Gleichung 
ist mit den beiden angegebenen Definitionen aber nur dann in Einklang zu 
bringen, wenn xz nicht ganzzahlig ist. Aus diesem Grunde ist es noth- 
wendig, neben die Function E(z) die mit ihr völlig gleichberechtigte Func- 
tion E,(x) zu stellen, die für ein nicht ganzzahliges x mit E(x) überein- 
stimmt, für ein ganzzahliges x aber mit E(x) durch die Gleichung 
E,(z) = E(z)—1 

verbunden ist. Um E,(x) unabhängig von E(x) zu erklären, muss in der 
ersten Definition <xr statt = x gesetzt werden, bei der zweiten Definition 
ist für E,(@) statt der variablen Grenze x eine unendlich wenig kleinere 
Zahl zu nehmen bei der Bestimmung der in dem Bereiche von Null bis x 
liegenden ganzen Zahlen. 

Die Gleichung 

E(-z) = -E,(@)—1 
besteht für jeden Werth des Arguments und führt zu keinem Widerspruch 
mit den Definitionen. Es ist z. B. 
E—-3)=-E,8)-1=—-2-1=-)3, 


*) Ich benutze hier die ursprüngliche Legendresche Bezeichnung E(z) statt der 
kürzeren Gaussschen [x], weil ich die Einschliessung in eckige Klammern in einer an- 
deren, auch von Gauss herrührenden Bedeutung gebrauchen werde. 


bw) 
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und zu demselben Werth von E(—3) wird man durch die erste Definition 
geführt und auch durch die zweite, wenn man bedenkt, dass statt der variablen 
Grenze —3 bei E(—3) eine unendlich wenig grössere Zahl zu setzen ist, 
dass also —3 nicht mit zu dem Bereich gehört, dessen ganze Zahlen ge- 
zählt werden, während die Zahl Null, die ja von dem Bereiche von Null 
bis 2 > 0 ausgeschlossen war, jetzt mitgezählt werden muss, weil diese 
ganze Zahl sonst weder zu einem positiven, noch zu einem negativen Be- 
reiche gehören würde. Für E,(—3) dagegen ergiebt sich aus der Glei- 
chung der Werth —4, was ebenfalls aus den beiden Definitionen dieser 
Funetion mit Nothwendigkeit folgt, denn statt —3 ist bei der Abgrenzung 
des Bereiches eine unendlich wenig kleinere Zahl zu setzen, und die Zahl 
Null ist «wieder mitzuzählen, da sie auch bei E,(z) von einem positiven 
mit Null beginnenden Bereich ausgeschlossen war. 

Dass man hiernach bei der Benutzung der zweiten Definition für 
ein negatives x als Anzahl der in einem gewissen Bereich enthaltenen 
ganzen Zahlen eine negative Zahl erhält, ist ebenso zulässig wie in der 
(reometrie der Gebrauch von negativen Strecken. 

Mit Hülfe der beiden Funetionen E(xz) und E,(z) kann man die 
Anzahl [r,,x,]) der in dem Bereiche von &, bis x, vorhandenen ganzen 
Zahlen angeben. Es ist 


[z,, z;| =” E(z2.)—-E(z,) oder = i(@,)—E,(#,) 


\ 


oder =E,(®%)-E(z,) oder =E,(2)-E,(r,), 


je nachdem für den Fall, dass eine oder beide Grenzen ganzzahlig werden, 
entweder sowohl x, als x, im positiven Sinne unendlich wenig verschoben 
gedacht werden sollen, oder z, im negativen, =, im positiven oder x, im 
positiven, z, im negativen oder endlich sowohl x, als x, im negativen 
Sinne. Es ist [x,, 2] =0, wenn x, > x; ist. 

Diese etwas weitläufige Betrachtung habe ich vorangeschickt, um 
die Berechtigung und allgemeine Gültigkeit der zweiten Definition ausser 
Zweifel zu setzen, denn nur wenn man beide Definitionen von E(x) auf 
complexe Zahlen überträgt, ist eine Behandlung dieser Funetion mit eom- 
plexem Argument möglich und bis zu einem gewissen Grade mit den ein- 
fachsten Mitteln durchführbar. Die zweite Definition von E(z) für ein 
reelles x tritt übrigens nicht nur in den hierauf bezüglichen Arbeiten von 
L. Kronecker und Herrn E. Schering deutlich — wenn auch in abgeänderter 


43" 
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Form — hervor, sondern sie liegt implieite allen Untersuchungen über 
diese Funetion zu Grunde, die ihrer Natur nach eine Anzahlfunction ist. 
Die erste Definition der Function E(x) lässt sich unmittelbar auf 
eomplexe Werthe des Arguments übertragen. Unter E(z+yi) hat man 
diejenige ganze Zahl a+bi zu verstehen, die durch die Bedingungen 
s-l1<azg y-i<by 
bestimmt ist. Neben E(x-+yi) sind jetzt drei andere Functionen E,(z-+yi) 
E,(x-+yi), E;(@+yi) zu stellen, die sich nur dann von E(z-+yi) unter- 
scheiden, wenn mindestens eine der Zahlen x oder y ganzzahlig ist. Es 
möge definirt sein: E,(@-+yiö) =a,+b,i durch die Bedingungen 


s-1za<zs y-1<b—y, 
E,(2-+yi) = a,+b,i durch 
r—-l1<aZ=rt, y-1=b,<y, 
E,(2-+yi) = a,+b;i durch 
s-1Z0,<ze y-1zb<y. 
Die zweite Definition der Function E(x) lässt sich dagegen nicht 
ohne Weiteres auf complexe Zahlen übertragen, aber es ist, wie gesagt, 
zur erfolgreichen Behandlung der Funetion E(z-+yi) durchaus nothwendig, 
auch für complexe Zahlen eine Anzahlfunetion aufzustellen, die mit E(x=+yi) 
in einer so engen Beziehung steht, dass sie gleichsam die zweite Definition 
der reellen Funetion vertritt. Alle hier in Betracht kommenden Anzahlen 
sind solehe von sämmtlichen ganzen Zahlen in einem gegebenen beliebig 
begrenzten Bereich, der die e-+yi-Ebene einfach überdeckt. Bezeichnet 
man einen solehen Bereich mit ®, so möge der Complex der in ® liegen- 
den ganzen Zahlen (®), ihre Anzahl [®] genannt werden. (Vgl. Gauss’ 
Nachlass zur Theorie der biquadratischen Reste. Werke Bd. 2). Diese 
Anzahl ist positiv, wenn bei der Bestimmung des Bereiches seine Grenzen 
im positiven Sinne durchlaufen werden, negativ, wenn dies im entgegen- 
gesetzten, negativen Sinne geschieht. Im Folgenden werden übrigens nur 
positive Anzahlen gebraucht werden. Wenn der Bereich ein von geraden 
oder gegebenen krummen Linien begrenztes Polygon ist, so soll er durch 
die in der richtigen Reihenfolge neben einander gesetzten Eckpunkte be- 
zeichnet werden. 
Wenn nun bei einer Betrachtung mehrere Bereiche auftreten, die alle 
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nach demselben Gesetz gebildet werden, so wird im Allgemeinen schon die 
Angabe eines einzigen charakteristischen Punktes der Begrenzung hinreichen, 
um den gerade in Frage kommenden Bereich zu kennzeichnen. In diesem 
Falle soll die Anzahl der in dem Bereiche liegenden ganzen Zahlen kurz 
durch diesen in eckige Klammern gesetzten Punkt angegeben werden, und 
diese so durch einen einzigen Punkt bestimmte Anzahlfunetion betrachte 
ich als das Analogon zu der mittelst der zweiten Definition erklärten Funetion 
E(xz). In der That wird sich zeigen, dass, wenn man die Funetionen 
E(z+yi) und [r-+yi] neben einander betrachtet, sich Gleichungen ergeben, 
die bekannten Formeln aus der Theorie der reellen Funetion E(x) ent- 
sprechen. 

Zunächst ist klar, dass die folgende identische Gleichung richtig ist 
(vergl. meine Arbeit „über grösste Ganze“, dieses Journal, Bd. 103, S. 118): 
| Z,F[E(f..(2)), 2] = == F(w, Z.). 


I: = (Bd), wo = Bd); = (f.(w), f.(w+1), a(w+1+, fe(w+H)). 


Hier ist F eine ganz beliebige Function, so dass statt der Summenzeichen 


(1.) 


auch Productzeichen gesetzt werden dürfen. f,,(z) ist eine Funetion, die 
in dem Bereich ® nicht nur selbst endlich, stetig und eindeutig ist, sondern 
auch eine ebensolche inverse Funetion f,(w) in dem Bereiche f,,(W) besitzt, 
der aus ® durch die mittelst des vorgesetzten Funetionszeichens angedeutete 
eonforme Abbildung hervorgeht. z durchläuft alle ganzen Zahlen des 
Bereiches U, wobei natürlich festgestellt sein muss, welche etwa auf dem 
hande gelegenen ganzen Zahlen mit zu B gerechnet werden sollen. Da 
man, nachdem diese Festsetzung getroffen ist, die Grenzen des Bereiches 
unendlich wenig so geändert denken darf, dass die ganzen Zahlen, die zu 
”% gehören sollen — und nur diese — im Innern des Bereiches liegen, 
so erfordern solche ursprünglich auf dem Rande von ® gelegenen Zahlen 
keine besondere Berücksichtigung. Die Grösse w durchläuft alle ganzen 
Zahlen des Bereiches f,,(B), ausserdem aber, was in (1.) durch den Accent 
angedeutet werden soll, alle diejenigen ganzen Zahlen ww ausserhalb des 
Bereiches f£,(B), die so beschaffen sind, dass ein Theil des „Elementar- 
bereiches® », ew+1, w-1-i, w+i noch innerhalb des Bereiches liegt. 
C, endlich durchläuft die ganzen Zahlen des Bereiches f,(w), f»(w+1). 
fi. w+1-+i), f»(w+i), wenn dieser Bereich sich ganz innerhalb des Bereiches 
Y befindet, sonst nur diejenigen Zahlen des Complexes (f,(w), f.(w+-1), 
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f,(e-+1-+i), f.(w-+i)), die noch zu ® gehören. (Diese Beschränkung soll 
der hinzugefügte Accent ausdrücken). Während nämlich f,(z) sieh in dem 
geradlinig begrenzten Elementarbereich w, »+1, w+1-+i, w+i befindet. 
so dass E(f,,(2))=w ist, bleibt 3=[, in dem angegebenen Bereich, der 
aus dem Elementarbereich durch eonforme Abbildung mittelst der Funetion 
fi, hervorgeht. Da in der Gleichung (1.) die Function E vorkommt, so 
gehören die Linien f.(w), f»(w+1) und f»(w), fi,(w-+) mit Ausnahme der 
Punkte f,(w-+1) und fi(w+?i) mit zu dem Bereich für Z,, die Linien 
f. e-+1), fa w+1l+i) und f»(w-ti), fs (w+1-i) dagegen nicht. Analoge 
andere Bestimmungen müssten getroffen werden, wenn statt der Function E 
eine der Funetionen E,, E,, E, bevorzugt worden wäre. 

Die Gleichung (1.) ist eine reine Identität; nur in der Schreibweise 
unterscheiden sich die linke und die rechte Seite von einander. Bei der wirk- 
lichen numerischen Ausreehnung würde jedem Gliede links ein identisches 
Glied rechts entsprechen; für diejenigen Werthe von w, die E(f,(2)) gar 
nicht annimmt, existiren keine Zahlen Z,, so dass diese Glieder der über 
w erstreckten Summe in der That nicht vorkommen. Die auf der rechten 


ws 


Seite von (1.) erscheinende Form ermöglicht jedoch, wenn die Function F 


specialisirt wird, eine Umformung der Summe, die in einfachen Fällen zur 
thatsächlichen Ausführung der Summation führen kann. 

Um das zu zeigen, möge F(«, 5) = « gesetzt werden. Dann geht 
(1.) über in 

> E(fı(2)) er = w.|f.(w), f.ew+1), fe(w+1+), e(w+], 

== 8), w= (MB). 

Denkt man sich die Grösse z auf einer s-Ebene, ® auf einer »-Ebene 
repräsentirt, so braucht man nicht noch eine dritte Ebene zu Hülfe zu nehmen, 
um f.(w) zu veranschaulichen, da fi, die inverse Function von fi,, also 
f.(w) = z ist. Die durch die ganzen Punkte einer Ebene zu der reellen 
und der imaginären Axe gezogenen Parallelen mögen Elementarlinien 1.. 
bezw. 2. Art genannt werden; sie begrenzen die Elementarbereiche. Die 
den Elementarlinien der »-Ebene bei der conformen Abbildung mittelst f}: 
entsprechenden Linien der z3-Ebene sollen Fundamentallinien 1., bezw. 2. Art 
heissen. Die 3-Ebene, insbesondere der Bereich ®, wird durch die Fun- 
damentallinien in rechtwinklige, im Allgemeinen krummlinige Vierecke 
zerlegt. Der Rand von ® schneidet eine Anzahl dieser Vierecke, und zwar 
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kann wieder, eventuell nach vorangegangener unendlich kleiner Abänderung 
von ®, angenommen werden, dass dieses Schneiden nicht in dem Eekpunkt 
eines Vierecks stattfindet. Die Eckpunkte der Vierecke entsprechen den 
ganzen Zahlen der w-Ebene, die innerhalb des Bereiches ® liegenden Eck- 
punkte den innerhalb des Bereiches f,(B) liegenden ganzen Zahlen. Mit 
der Anzahl der ganzen Zahlen innerhalb desjenigen Vierecks, das dem 
Elementarbereich », we +1, e+1-+i, w»-+i entspricht, ist bei der Bestimmung 
von >, die Zahl » zu multiplieiren. Dabei ist nur der zu ® gehörige 
Theil des Vierecks zu berücksichtigen, wenn der Rand von ® das Viereck 
schneidet. 

Nun soll über den Bereich ® die Voraussetzung gemacht werden, 
dass er einfach zusammenhängend sei, und dass seine Grenzen von den 
Fundamentallinien nur an einer Eintrittsstelle und einer Austrittsstelle ge- 
schnitten werden. Das ist gleichbedeutend mit der Voraussetzung, dass der 
Bereich £,(B) einfach zusammenhängend ist, und dass seine Grenzen von 
den Elementarlinien nur in je zwei Punkten getroffen werden. In solche 
einfache Bereiche kann ein beliebiger Bereich bekanntlich dureh eine end- 
liche Anzahl von Schnittlinien zerlegt werden. 

Durch zwei sich in f(w) schneidende Fundamentallinien wird ® in 
vier Theile zerlegt, von denen derjenige, der rechts von der Fundamentallinie 
1. Art und links von der Fundamentallinie 2. Art liegt (d. h. rechts von 
f.(w—1), fi.(w) und links von f»(w—i), f.(w)), als der Bereich angesehen 
werden soll, der durch den Punkt f,(w) bestimmt ist; die Anzahl von 
ganzen Zahlen, die er enthält, ist nach der früher getroffenen Verabredung 
mit [f.(w)] zu bezeichnen. Dann ist 
fı.(w). f.(w+1), fe (w+1l-Hi), fow-+i)] 

= (ke+1+))-[f.e+D)-Ieew+Ü]+lfe(w)]. 
Denkt man sich in dieser Weise alle in &, vorkommenden Viereeksanzahlen 
zerlegt — wobei vorläufig von den Randvierecken abgesehen wird — so 
sieht man, dass die Anzahl [f.(w)] viermal vorkommt, nämlich einmal 
positiv und multiplieirt mit w, einmal positiv und multiplieirt mit w—1-i. 
einmal negativ und multiplieirt mit »—1 und einmal negativ und multiplieirt 
mit @-—i, so dass [f,(w)] im Ganzen mit @+w—1l—i—-w-+1l—w+i, d.h. 
mit Null multiplieirt wird. Das gilt für jedes [f.(w)|, das zu einem Werth 
von w gehört von der Beschaffenheit, dass auch w+1, @+1+i, w+i noch 
unter den w vorkommen, über welche 3, zu erstrecken ist. 
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Um die am kande von B auftretenden Besonderheiten einer genaueren 
Betrachtung zu unterziehen, mögen die Eintrittsstellen der Elementarlinien 
l. Art in den Bereich f,,(B) mit p,, Ps>.--P,..., die der Elementarlinien 2. Art 
mit Pi; P2s+++P,-.., die Austrittsstellen entsprechend mit q,, Q2-.-Qu..., bezw. 
di» Jas+-Qu... bezeichnet werden. Die p, p', g, q' sind keine ganzen Zahlen. 
fi(p,) ist die Eintrittsstelle der v. Fundamentallinie 1. Art in den Bereich 
”, u. s. w. An dem Theil des Randes von ®, wo nur Eintrittsstellen beider 
Arten von Fundamentallinien vorhanden sind, findet keine Ausnahme von 
der Regel statt, nach der [f,(w)] mit dem Factor Null versehen in &, vor- 
kommt, auch ist es hier nicht nothwendig, andere Anzahlfunctionen als [f,(w)) 
einzuführen. 

An dem Theil des kandes von ®, wo Eintrittsstellen von Fundamen- 
tallinien 2. Art und Austrittsstellen von solchen 1. Art auftreten, ist fol- 
sendermassen zu verfahren. Zwischen f,(w) und f»(w-+i) liege die Ein- 
trittsstelle f.(p,), zwischen f»(w-+i) und f,(w+1-+i) liege die Austrittsstelle 
f1»(q,)., Dann kommt in 3, das Glied w.[f»(P,), fa(gu), few+tÜ] vor. 
Nun Ist 

ep), fer rlew+td] = eg) w+H], 

wenn unter [fi2(q.)) die Anzahl der ganzen Zahlen in dem Bereiche ver- 
standen wird, der von der durch fi.(q,) gehenden Fundamentallinie 1. Art 
und dem Rande von U begrenzt wird. Dabei ist in Uebereinstimmung mit 
der Definition von [fi,(w)] derjenige der beiden Bereiche, in die ® durch 
die Fundamentallinie 1. Art getheilt wird, gemeint, der rechts von ihr liegt. 
Der Summand von 3, dessen erster Factor @+3i ist, besitzt als zweiten 
Faetor eine Anzahlfunetion, die bei ihrer Zerlegung das Glied [fı.(g,)] sub- 
traetiv enthält; bei anderen Gliedern der Summe aber tritt [f.(q,)] nicht auf, 
so dass dieser Ausdruck im Ganzen mit @—w-—i, d. h. mit —i multiplieirt 
wird. Ganz dasselbe Resultat wird in derselben Weise hergeleitet, wenn 
zwei oder mehrere Austrittsstellen von Fundamentallinien 1. Art unmittelbar 
auf einander folgen, ohne dass zwischen ihnen auf dem Rande von DB eine 
Eintrittsstelle einer Fundamentallinie 2. Art liegt. 

bei den Stellen des hKandes, die entweder nur Austrittsstellen von 
Fundamentallinien 2. Art enthalten oder dazwischen auch Eintrittsstellen von 
Fundamentallinien 1. Art, ist [f.(q.)] mit —1l zu multiplieiren, wenn die 
Glieder von F&, in entsprechender Weise zusammengefasst werden. Dabei 


u 


ist [/»(q,)] die Anzahl von ganzen Zahlen in dem links von der Funda- 
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mentallinie 2. Art liegenden Bereiche, der ausser von dieser nur von den 
Begrenzungslinien von DB begrenzt wird. 

Endlich kommen noch die Stellen des Randes von ® in Betracht, 
an denen Austrittsstellen beider Arten von Fundamentallinien unmittelbar 
auf einander folgen. Dabei sind zwei Fälle zu unterscheiden. Wenn erstens 
der Rand von dem Viereck f,(w), f»(w+1), f»(w+1+i), f,(w+i) ein zu 
B gehöriges Dreieck fı.(w), fi.(9.), fi.(g,) abschneidet, so ist w.[f.(w), f»(q.). 
fi.(g,)] ein Glied der Summe $,, und es ist 

fee), frau fe) = B-Ware ))+Lf.)]. 

Berücksichtigt man nun die benachbarten Glieder von &,, so ergiebt sich, 
dass [fı.(g,)] wieder mit —i, [fi.(g,)] mit —1, [f,,(w)] mit Null multiplieirt 
wird. Das Glied [B] dagegen behält den Factor w, so dass [®] mit der 
Summe aller © zu multiplieiren ist, die derartig liegen, dass sowohl f,.(w). 
f»(w-+1), als auch fı.(w), fi.(w-+i) von dem Rande von B geschnitten 
werden, oder, was dasselbe ist: [W] ist mit der Summe aller » zu multi- 
plieiren, die so liegen, dass », w-+1 und w, w-+i beide von dem Rande 
von f,(B) geschnitten werden. 

Zweitens kann der kand von ®B von dem Viereck fi,(w), f,(w+1). 
f» e+1l-+i), fo(w+i) ein Fünfeck f.(w), f»(w+1), fe(g,) fe(lqu), fie(w+ 


abschneiden, so dass ein Glied von 3, sein wird 


w.[f.(w), fe(w+l1), f1»(9,): f1:(4.): f.(w+)]. 


Die Anzahlfunetion kann jetzt zerlegt werden in 


rate ))-B]-IAe+1))—-Ifre+H]+[f.w)]: 
und hieraus geht bei Berücksichtigung der benachbarten Glieder von FE, 
hervor, dass auch in diesem Falle [f,.(g,)| mit —i, [f.(g,)] mit —1, [f.»(w))|, 
Y.(w+1l)], [A.G@e+©)] mit Null zu multiplieiren sind. Dagegen ist hiernach 
[9] mit der negativ genommenen Summe aller » zu multiplieiren, die am 
Rande von f,,(®) so liegen, dass die Strecken «+1, w+1l+i und w-+i, 
w-+1+:i beide von dem Rande durchsehnitten werden. 

Die ganzen Punkte w, von denen soeben die Rede gewesen ist, sollen 
durch die Benennung „Faetorpunkte“ ausgezeichnet werden, weil sie bei 
der Berechnung von 3, besonders in Betracht kommen als Factoren der 
Anzahl [9] aller Zahlen, über die die Summe $, zu erstrecken ist. Die 
beiden Arten von Factorpunkten mögen als positive und negative Factor- 
punkte unterschieden werden. Geht man auf dem ande des einfachen 
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Bereiches f,(B) entlang und beobachtet die auf einander folgenden Factor- 
punkte, so bemerkt man, dass immer zwei gleichnamige durch einen un- 
eleichnamigen von einander getrennt sind, wodurch die Berechnung der 
Summe aller mit ihrem Vorzeichen versehenen Factorpunkte bei einfacher 
Beschaffenheit des Kandes sehr erleichtert wird. 

Der Lehrsatz, in den diese Ueberlegungen zusammengefasst werden 
können, lautet folgendermassen: 

Sind z=f,(w) und w= fi,(z) in den einfachen Bereichen ® und 
fi.) eindeutige, stelige und endliche Functionen, so ist 


(2.) | Z,E(fa()) = 3, [elf g))+[B]-F+w, G=®) 
wo auf der rechten Seite die erste Summe über alle Austrittspunkte g, der 
Elementarlinien zweiter Art aus dem Bereich f(B), die zweite Summe über 
alle Austritispunkte q, der Elementarlinien erster Art aus f„(D), die dritte 
Summe über alle mit dem richtigen Vorzeichen versehenen Factorpunkte w, 
von fu(B) zu erstrecken ist. 

Damit ist die auf einen zweidimensionalen Bereich sich beziehende 
Summe auf Summen zurückgeführt, in denen nur Randwerthe vorkommen, 
so dass dieses Theorem gewissermassen an den Greenschen Satz erinnert. 
Die Formel (2.) leistet offenbar mehr als die analoge Formel in der Theorie 
der reellen Funetion E(x), nämlich 


r—E,(b) at y=EU()) h x $ i 
z\ | E(fı(2)) = — 0 E,(fe(y))—-E(fa(a)).Eı(a)+E(fı(b)).E,(b), 


a.a.0. 8. 119), denn durch diese letztere wird eine Summe von grössten 
(sanzen nur auf eine andere Summe derselben Art zurückgeführt. 

Um jetzt die Formel (2.) auf ein einfaches Beispiel anzuwenden, 
möge 

fa@) = a 3, also fu) = u r 

sein, wo a, b, ce, d positive ganze Zahlen sind, von denen a und e ungerade, 
b und d gerade sind; a und b, ferner e und d und auch a+bi und c+di 
sollen keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. Der Bereich B möge 
durch das Viereck 0, a+bi, (a+bi)\(1+i), (a+bi)i gegeben sein, dessen 
Kekpunkte nieht mit zum Bereich gehören. Der Bereich f,(B) ist dann 
das Viereck 0, e+di, (ce+di)(1+i), (c+di)i ebenfalls mit Ausschluss der 
KEekpunkte. Auf dem Rande beider Bereiche und auf den, in diesem Falle 
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geraden, Fundamentallinien von ®B liegen den Voraussetzungen zufolge 
keine ganzen Zahlen. Bekanntlich ist [B] = a’+b’—1. 

Die Summen Z,[f..(q,)] und &,[f,.(g,)] lassen sich in diesem Falle 
leicht bereehnen. Die Punkte Q. finden sich nur auf den Linien 0, e+di 
und c+di, (c+di)(l1+:), ihre Anzahl ist c+d—1. Ebenso gross ist die 
Anzahl der Punkte g,, die nur auf (c+d)i, (c+di)(1+4i) und e+-di, 
(e+di)(1+:) vorkommen. Nun ist wegen der völligen Symmetrie, die der 
Bereich ® sowohl hinsichtlich der Anordnung seiner ganzen Zahlen, als 
auch der Anordnung seiner Fundamentallinien in Bezug auf seine vier Eck- 
punkte besitzt, 

Ife(q)l+lfe@g+a-)] = Bl, 
Il ))+lfır(@gera)) = [BP]: 


uU. Ss. W. 


I )+ eg) = DB 


so dass man 
u=c+d—1 c+d—1 R 


z [(f(q.)] _ > [B] 

findet, und genau ebenso ergiebt sich auch 
v=c+d—1 ' c+d—1 -ar 
5 (fe(g,)] - 2 | Bd]. 


Die Faetorpunkte w, finden sich in diesem Falle nur an der Linie 
(e+di), (ce+di\(1+i). Bei der Berechnung von F+w, ist zu unterscheiden 
zwischen d<e und d>e. Ist d<e, so ist der zunächst an c+d 
liegende Punkt von f,(B), nämlich e—1-+di kein Faetorpunkt, weil die 
Linie c+di, (ce+di)(l+i) die Elementarlinie ce—1+di, ce—1+(d+1)i erst 
jenseits des Punktes e—1-+(d+1)i schneidet. Dagegen ist auf jeder der 
d—1 Elementarlinien zweiter Art, die die Grenzlinie ce+di, (ce+di)(1+:) 
schneiden, der dem Rande zunächst liegende ganze Punkt ein positiver 
Factorpunkt, und jede Zahl, die um Eins kleiner ist als ein solcher Punkt, 
wird durch einen negativen Factorpunkt dargestellt. Der Beitrag, den alle 


4 


B]. 





diese Factorpunkte zu der gesuchten Summe liefern, ist also (d—1). 
Ausserdem ist nur noch der dem Punkt (e+di)(1-+i) zunächst liegende 
\ J J o 
Punkt des Bereiches f,,(®), nämlich (e+di)(1+ö)—i ein positiver Faetor- 
1 / \ /\ 
punkt, zu dem kein negativer gehört. Im Ganzen ist also 
=Z+tw, = c-1+(c+d-Mi. 


14 * 
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Ist d>e, so ist e—1+di ein alleinstehender positiver Faetorpunkt, 
auf jeder der e—1 Elementarlinien erster Art, die den Rand c+di,(c+di)(1-+) 
schneiden, liegt ein positiver Factorpunkt, und jedesmal ist dann die um ö 
verminderte Zahl ein negativer Faetorpunkt, so dass auch in diesem Falle, 
da weiter keine Faetorpunkte vorhanden sind, 

ZS+tw,= e-l+di+(e—))i= c—1l+(+d—Vi 


ist. Es ergiebt sich demnach 


c+di _\ c-+d—1 c+d—1 . \ rs 
ZE ( ur („ Ber i+e—-1+(c+d—1)).[B] 
c—d—1 , c+d—1 .\ m 
—— \ 9 -+- 5 :).[®] 
oder aueh 
. li Ar 
(3.) Z,E( ar 3) = —!.(c+di-1)(@+b-1). 


z—=(V, a+bi, (a+bki)(I-+i), (a+bi)i) 


Diese Formel entspricht der bekannten Gleichung 
=a—] 
F E(- =) = %e-1)(a-I1). 


Der Kürze wegen wurden a, b, c, d als positiv vorausgesetzt. Die Formel 
(3.) gilt aber auch für beliebige Vorzeichen dieser Zahlen. Um dies 


\ 


wenigstens an einem Zahlenbeispiel zu zeigen, möge 
. br 
BT) 3_ 3 3) (= (0, 3-2, 5+i, 2+3i)) 


berechnet werden. Die in DB enthaltenen ganzen Zahlen sind hier 
» = 1, 2, 3, 4, 1+i, 2+:, 3+i, 4+i, 2+2i, 3-+2i, 2-i, 2—2i, 
und die zu diesen z gehörigen grössten Ganzen sind in derselben Reihenfolge 
—3+i, -I+2, —8+3i, -lO+L4, —4I—2i, —6-i, —I, 
—11+i, —7—3i, -—10— 2, —4+4i, —T+5i, 
ihre Summe ist —84+12i = (—7-+i).12, und dasselbe Resultat findet man 
nach Gleichung (3.). 
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Bemerkungen zu dem Aufsatze des 
Herrn @. Landsberg. 


(„Zur Theorie der periodischen Kettenbrüche“. Bd. 109, Heft 3 d. Journ.) 


(Von Herrn E. Netto in Giessen.) 


Die interessanten Resultate, welche Herr @. Landsberg in seiner 
Arbeit „Zur T'heorie der periodischen Kettenbrüche“ im 109. Bande S. 231ff. 
abgeleitet hat, lassen sich ohne Weiteres von einem anderen Standpunkte 
her auch aus den Entwickelungen entnehmen, welche ich in dem Aufsatze 
„Ueber einen Algorithmus zur Auflösung numerischer algebraischer Glei- 
chungen“ im 29. Bande der Mathematischen Annalen S. 141ff. gegeben habe, 
sobald man, wie es Herr /senkrahe (Mathematische Annalen Bd. 31 S. 309 ff.) 
gethan hat, die Gleichung in der Form 


2 = (a) 
zu (Grunde legt. 
Es ist hier 
\ u Er ac-+b 
1.) 2=f(a)= 2 


zu setzen, wobei man, wenn « von Null verschieden ist, diese Constante als 
positiv voraussetzen kann. Da in unserem Falle f(x) eine rationale Function 
ist, so folgt (l. e. 143), dass nur an eine der beiden Wurzeln von 


(2.) oc +P-a)e—b = 0 
dureh Iteration mittels 
x JE arı +b 
(3.) 1 k+1. "7 ar, + ß ; 


Annäherung stattfinden kann. Seizt man, unter 5, & die Wurzeln von (2.) 
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verstehend, 


I 


[o&+3 = $(a+ß+YVD), 
le&+ßB = Ya+ß-VD), 


wobei die Quadratwurzel stets als positiv gelten soll, wenn D positiv ist, 


(4.) (D®0) 


dann folgt aus 


(5.) f ($,) m a, f (82) e. ee ) 
(6.) ff) =1, 


dass für a+9+0 auch wirklich einer Wurzel asymptotisch zugestrebt wird, 
und zwar ist dies 
für a+ßP >V die algebraisch grössere $;, 
für a+P<0 die algebraisch kleinere S.. 
Dies ergiebt sich aus der /senkraheschen Abhandlung S. 311. 
Für at =0 wird 2,» =2r,; es tritt also der von mir hervor- 
gehobene Fall (5. 144) auf. 
Setzt man, wenn 5 diejenige der beiden Wurzeln bedeutet, an welche 
Annäherung stattfindet, 


T, 2.2 S+Jd,, T,+ı w EH+d,, 
so muss bei positiven aß —be das Vorzeichen von Öd,,, mit dem von d, bei 
kleinen Werthen von d, übereinstimmen; denn für solehe Werthe ist 


@,, = fIEM, 

Lässt man nun d, von Null ab einmal ins Positive, einmal ins Negative 
zunehmen, bis auf beiden Wegen die andere Wurzel & erreicht ist, so wird 
Ö,., stets näher an & liegen, als d, (auf dem von d, durchlaufenen Wege 
gerechnet), so dass für jeden Anfangswerth x, Convergenz stattfindet; natür- 
lich ist dabei 2, = 5 ausgenommen. 

Dass der gleiche Umstand bei a?—ba <O eintritt, wird am ein- 
fachsten aus der Betrachtung von Ö,,,, Ö,,.,, ... erkannt. 

Der Fall a? —ba=0, der scheinbar eine Ausnahme bildet, kann 
nicht vorkommen, wenn es sich um Kettenbrüche handelt, da sonst 


a 2. 
= ware. 
a 


Für D<-0 tritt Divergenz ein; denn Convergenz würde eine Wurzel 


von (2.) liefern. 


/ 
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Im Falle das D=V0 ist, erhält man als Näherungswerth für 0 


14 i 


ec 
— _— “Bi a > 0N 
+1 0, a+ß r wre ) 


und daraus ist ersichtlich, dass für kleine |d,| die Annäherung an die 
Doppelwurzel immer nur von einer Seite her erfolgen kann. Ist «+ 0, 
so wird nur ein positives d, ein kleineres d,,, ergeben; ist a+ß > 0, so 
findet umgekehrt die Näherung nur von kleinerem x her statt. Dieser Fall 
steht aber insofern unter dem zuerst behandelten, als hier nur die eine 
der beiden Strecken von & zu & gleich Null wird, während die andere den 
gesammten Bereich reeller Zahlen umfasst. Für «+9 >0 führt jedes x, 
von oben her an $ heran, für «+? <0 ein jedes ©, von unten her. 

Da aus (1.) weiter 

—Pc+b daza+b 


) er ae ac+ß 


=] 


( 


folgt, so sieht man, dass die auf (7.) gegründete Iteration, falls D > 0 ist, 
zu der Wurzel & führt, welche durch (3.) nicht zu erreichen war; und, falls 
D=Ü ist, zur gleichen Wurzel mit Annäherung von der anderen Seite her. 

Endlich erkennt man sofort, dass für «= der Algorithmus (1.) 


\ 


- 1.0 . a . 1. . 
oder (7.) zur Wurzel führt, je nachdem z oder e kleiner als Eins ist: 
' 


denn auch hier kommt es wieder auf den Werth von f‘($) an. 

Alle diese Resultate folgen sofort aus den angeführten Arbeiten, 
Nimmt man noch hinzu, dass die Kettenbruch - Behandlung wegen der 
Periodieität nichts anderes ist, als eine keihe von in einander geschobenen 


Iterationen mit verschiedenen Anfangswerthen, dann ist die Frage erledigt. 


Ich habe in den ersten hier gegebenen Entwiekelungen angedeutet, 
dass bei der Iteration 


(8.) eu = AR) 
nur die Hälfte der Wurzeln $, 5, ..., $, von 
9.) 2 = f(@) 


als Grenzwerthe auftreten könne, wenn f(x) eine rationale Function ist. 
Dies folgt aus den (l. e. 143) gegebenen Ueberlegungen. Es verdient 
bemerkt zu werden, dass diese Maximalanzahl nicht nothwendig erreicht 
wird, ja dass für keinen Anfangswerth, der von einem der $ verschieden ist, eine 
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Grenzstelle vorhanden zu sein braucht. Wenn man in diesem Falle aus 
y = f(«) 
berechnet 
z = 9(Y), 
dann wird die Iteration von 
(10.) Eur = 9(,) 
ihrerseits alle Wurzeln von (9.) als Grenzstellen liefern. Dies erklärt 
sich dann so, dass (10.) nicht einen, sondern » Functions-Zweige umfasst, 
welche einzeln zu den einzelnen Wurzeln führen. So giebt z. B. die 
Iteration von 
I. = 2,—b 
nur Divergenz, während die Iterationen 
L,Hh=r Yx,+b und 2, = —V2,+b 
zu den beiden Wurzeln von 
x —ıc-b = (0 
hinführen. 


Druckfehler. 
Seite 282, Zeile 18 ist hinter (S® = 1) einzuschalten: „bedeutet“. 
— .— — 20 ist das Wort „ist“ zu streichen. 
—  — — 31 lese man „während“ statt „hingegen“. 
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